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Prefacio

Em matematica, o termo programac¢ao matemdtica é sinénimo de otimizacdo.
Esta area da matematica dedica-se ao estudo de problemas de minimizagao ou
maximizacao de uma funcao de varias variaveis, dentro de um dado conjunto
admissivel. A programacdo matemaética encontra aplicacbes em problemas de
engenharia, de administracao, de logistica, de transporte, de economia e de
biologia, entre outras ciéncias.

A unidade curricular (u.c.) “Programagdo Matemética (47756)” do De-
partamento de Matemadtica (DMat) da Universidade de Aveiro (UA), da 4rea
cientifica “Matemadtica (M)”, é obrigatéria no curso do segundo ciclo “Mestrado
em Matematica e Aplicagdes (9245)” e opcional no curso do terceiro ciclo “Pro-
grama Doutoral em Engenharia Mecénica (9207)”. Tem duragio semestral, com
6 ECTS, e pressupoe 162 horas de trabalho pelo aluno, funcionando com 3 horas
semanais de contacto docente-discente, em ensino tedrico-pratico presencial.

Com esta u.c. pretende-se fornecer uma formacao sélida em otimizagdo nao
linear e, em simultaneo, estimular a utilizagao de tais modelos e resultados
na modelagao e resolugao de problemas praticos. Nos contetdos programaticos
estao incluidos os conceitos essenciais de programagao matemaética, que qualquer
aluno que deseje prosseguir estudos nesta drea deve conhecer e dominar.

Este livro, com os contetdos programaticos da u.c. “Programacao Ma-
temética (47756)”, é acompanhado, sempre que possivel, da descri¢iao de exem-
plos de aplicagao dos conceitos a adquirir. Com a apresentagao dos exemplos
pretende-se desenvolver o raciocinio e a capacidade de aplicagao dos conceitos
matematicos envolvidos. As demonstracoes dos resultados apresentados sao da-
das com todo o rigor, procurando-se estimular os alunos a desenvolverem o seu
raciocinio, que sera essencial numa qualquer futura atividade profissional.

Pressupdem-se competéncias de Andlise/Célculo I, II e III e de Algebra Li-
near e Geometria Analitica, anteriormente adquiridas numa licenciatura.

Agradeco o apoio do DMat e do CIDMA (UIDB/04106,/2020).

Delfim F. M. Torres <delfim@ua.pt>
Universidade de Aveiro, janeiro de 2021
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Capitulo 1

Introducao

Neste curso lidamos, sem perda de generalidade, apenas com problemas de mi-
nimizagao. Isto porque os problemas de maximizagao sao facilmente convertidos
em problemas equivalentes de minimizagao usando a relagao

max f(x) = —min [—f(z)].

1.1 Tipos de problemas de otimizacao

Os problemas de otimizacao podem ser classificados em dois grandes grupos:
problemas com e sem restrigoes.

Problema (de otimizagdo sem restrigoes). Seja f : R* — R e X C R"™ um
conjunto aberto. Pretende-se:

min f(x)
P,
s.a. zeX (Psz)
(s.a. lé-se “sujeito a”), onde x = (x1,...,2,) € R™.

Observagao 1.1. De acordo com a nossa defini¢cdo, um problema de otimiza¢ao
sem restrigoes pode ter restricoes! (desde que elas definam um conjunto X
aberto; um caso particular serd X = R™).

Definicao 1.2. Dizemos que x é admissivel para (Psg) se x € X.

Problema (de otimizagao com restri¢oes). Sejam f, g1, .., gm,h1,..., b : R" —
R e X C R™. Pretende-se:

min f(x)
s.a. gi(x) <0, i=1,...,m,
hi(z) =0, i=1,...,1,
rzeX,

(Pcr)
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onde x = (x1,...,2T,) € R,

Observagao 1.3. Seja g(x) = (g1(2),...,9m(2)) € h(x) = (h1(x),..., ().
Entdo g : R* — R™, h : R® — R! e podemos escrever o problema (Por) na
sequinte forma:

(Pcr)

)
m
P

Definicao 1.4. Dizemos que x é admissivel para (Pogr) se x € X, g(z) <0 e
h(z) =0.

Notacgao 1.5. Normalmente denotamos o problema em mdos (que pode ser com
ou sem restrigoes) por problema (P). O conjunto de todos os x € R™ admissiveis
para (P) serd denotado por A.

1.2 Minimizantes locais, globais e estritos

Como habitual, denotamos por B(Z,¢) a bola centrada em Z e de raio e:
B(z,e):={z eR": lx —Z| < e}.

Definicao 1.6. Dizemos que © € A € wm minimizante local de (P) se existir
e >0 tal que f(x) < f(y) para todo o y € B(x,e) N A.

Defini¢ao 1.7. Dizemos que x € A é um minimizante global de (P) se f(x) <
fly) para todo o y € A.

Definicao 1.8. Dizemos que x € A é wm minimizante local estrito de (P) se
existir € > 0 tal que f(z) < f(y) para todo o y € B(x,e) N A, y # x.

Definicao 1.9. Dizemos que © € A ¢ um minimizante global estrito de (P) se
f(@) < f(y) para todo oy € A, y # x.

Observagao 1.10. Ndio se deve confundir minimizante com minimo. Se z for
um minimizante, entao o valor da funcdo f em x serd o respetivo minimo: o
minimizante € um vetor em R™ que minimiza a funcgao f; o minimo serd f(x)
(um valor real).
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1.3 Gradiente e Hessiana

Relembramos os conceitos de (vetor) gradiente e (matriz) Hessiana.

Definicao 1.11. Seja f : X — R, onde X C R™ € um aberto. Dizemos que f é
diferencidvel em T € X se existir um vetor V f(Z) (o gradiente de f em ) tal
que para cada x € X

fl@) = f@) + V(@) (2 - 2) + ||lz - 7| (T, 2 — 7)

com limy, 0 a(Z,y) = 0. A funcio [ € diferencidvel em X se f for dife-
rencidvel para todo o T € X.

O vetor gradiente é o vetor das derivadas parciais:

V(@) = (%gﬁ?,...,%?) .

Observagao 1.12. Um vetor coluna v € R™ € denotado por

U1
v=(V1,...,0,) =
Up,
Notar que definimos o vetor gradiente como um vetor coluna.
Definigao 1.13. A derivada direcional de f em Z na dire¢io d € dada por
L F(E M) — £ (@)
A—0 A

=Vf(z)'d.

Definicao 1.14. Uma funcdao f diz-se duas vezes diferencidvel em T € X se
existir um vetor V f(Z) e uma matriz simétrica H(Z) n x n (a Hessiana de f

em T) tal que para cada v € X
fl@) = f(@) + V@) (x—-z)+ %(w — ) H(@) (@ — ) + ||z — 2] (2,2 — )

com limyy o @(Z,y) = 0. A fungdo f é duas vezes diferencidvel em X se f for
duas vezes diferencidvel para todo o T € X.

A matriz Hessiana é a matriz das derivadas parciais de segunda ordem:

0 f(z
H(z)i; = 8:5652’

i,j€{1,...,n}.

Sabemos da andlise matematica (Teorema de Schwarz) que se f : R™ — R tem
segundas derivadas parciais continuas em Zz, entao

0*f(z) _ 9*f(x)
81‘1‘6%]‘ B 8$J8$1

para todo o i, € {1,...,n}, isto é, a matriz Hessiana H (Z) é simétrica.
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1.4 Matrizes definidas positivas, semidefinidas
positivas e indefinidas

Relembramos agora alguns conceitos de Algebra Linear.

Definicao 1.15. Uma matriz M n X n diz-se:

e definida positiva se 27 Ma > 0 para todo o x € R™, x # 0;
e semidefinida positiva se 27 Mx > 0 para todo o v € R";
e indefinida se existirem x,y € R™ para os quais x7 Mz > 0 e yT My < 0.

Notagao 1.16. Dizemos que M é SDP se M for simétrica e definida positiva;
que M é SSDP se M for simétrica e semidefinida positiva.

O facto de uma matriz ser SDP nao significa que as suas componentes sejam
positivas. No Exemplo 1.17 vemos que uma matriz SDP pode ter componentes
negativas.

Exemplo 1.17. Seja M = [21 _11} Reparar que M = M7, ie., M é

simétrica. Para qualquer x = (z1,22) € R,

2" Mz = [Il IQ} {21 _11] [i;] = 25(5% —2x179 + x% = x% + (a:l — x2)2 > 0.

Por conseguinte, M é SSDP. Na verdade, uma vez que 22 + (11 — x2)? = 0 se,
e somente se, 1 = 2o = 0, a matriz M é SDP.

O préximo exemplo mostra que o facto de uma matriz simétrica ter entradas
todas positivas nao significa que ela seja SDP.

1 2
2 1
sdo todas positivas, ndo é SDP. Por exemplo, para = = (1, —1), temos

"Mz =1 —1] B ﬂ [_11] =-2.

Exemplo 1.18. Seja M = . Esta matriz simétrica, cujas componentes

Os valores préprios de uma matriz simétrica sao reais. Se uma matriz M
for SDP, entao todos os seus valores proprios \; sao positivos; se M for SSDP,
entao todos os seus valores proprios \; sao nao negativos.

O Critério de Sylvester dd-nos uma condigdo necessédria e suficiente para
determinar quando uma matriz simétrica é definida positiva ou uma matriz
simétrica é semidefinida positiva.
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Critério de Sylvester. Seja M uma matriz simétrica. Entdo:

e M € SDP se, e somente se, todos os menores principais forem positivos;

e M ¢é SSDP se, e somente se, todos os menores principais forem ndo ne-
gativos.

1.5 Existéncia de minimizantes

As principais questoes associadas a um problema de otimizacao sao:

e existéncia de solugao;

e caracterizacao dos minimizantes;

e algoritmos para a determinagao dos minimizantes.

Ao longo do nosso curso abordaremos com detalhe os dois dltimos pontos.

Vejamos aqui alguns exemplos simples de problemas de minimizagao que per-
mitem ilustrar as questoes que surgem no primeiro topico.

O Exemplo 1.19 mostra que um dos ingredientes importantes para assegu-
rarmos existéncia de minimizante é a regiao admissivel ser limitada.

Exemplo 1.19. Considere-se o seguinte problema (P):
min —
x
sa. x> 1.

Este problema nao admite minimizante e minimo porque f é uma funcao de-
crescente e a regiao admissivel néo ¢ limitada superiormente (inf f(z) = 0).

O Exemplo 1.20 mostra que se a regiao admissivel for limitada mas nao for
fechada, em geral nao existe minimo.

Exemplo 1.20. Considere-se o seguinte problema (P):
min —
x
sa. 1<z<2.

Este problema nao admite minimizante e minimo porque f é uma funcao de-
crescente e o ponto 2 ndo é admissivel (inf f(z) = 3).

O nosso terceiro exemplo mostra que mesmo que a regiao admissivel seja
limitada e fechada, um problema de otimizagao pode nao admitir solugao caso
f nao seja suficientemente suave.



6 Delfim Fernando Marado Torres

Exemplo 1.21. Considere-se agora o seguinte problema (P):

min f(x)

sa. 1<x<2,

onde

1 sex=2.

1 X
f(x):{x se x < 2,

Este problema nao admite minimizante devido a descontinuidade de f em z = 2.

Terminamos o Capitulo 1 de preliminares/revisdes, relembrando duas for-
mas do teorema de Weierstrass (uma para sucessdes, a outra para fungoes).
O Teorema de Weierstrass (Teorema 1.23) retine os ingredientes identificados
nos nossos exemplos como sendo importantes para se garantir a existéncia de
minimizante.

Teorema 1.22 (Teorema de Weierstrass para sucessoes). Seja {zy}, k — oo,
uma sucessao de pontos num compacto (i.e., num conjunto fechado e limitado)
A. Entao existe uma subsucessao {xy,} de {x} que converge para um ponto
em A.

Teorema 1.23 (Teorema de Weierstrass para fungoes). Seja f uma fungdo
continua de valor real, definida num conjunto compacto A C R™ nao vazio.
Entao A contém um minimizante (global) de f no conjunto A.

Observagao 1.24. As hipdteses do Teorema de Weierstrass (Teorema 1.23)
podem ser algo relaxzadas. Por exemplo, podemos assumir:

e que o congunto {x € A: f(x) < f(2')} é compacto para algum ' € A (em
vez de assumirmos que A é compacto);

e que [ € semi-continua inferior, i.e., para toda a constante c, o conjunto
{r € A: f(x) <c} € fechado (em vez de assumirmos que f € continua).



Parte 1

Problemas de otimizacao
sem restricoes






Capitulo 2

Condicoes de otimalidade

O nosso problema neste capitulo é entao:

min f(x) (P)
s.a. x € X,

onde z = (z1,...,z,) €R?, f:R®* > R e X CR" é um conjunto aberto.

Uma afirmacao do tipo

“Se Z ¢ um minimizante local de (P), entdo T satisfaz ...”

é uma condicao necessdria de otimalidade local. Tal condigao ajuda-nos a identi-
ficar todos os candidatos a minimizante local. Se a condi¢ao necessaria envolver
derivadas até a ordem n, dizemos que é uma condigao necesséaria de ordem n.

J& uma condi¢do suficiente é uma afirmagcao da seguinte forma:

“Se T satisfaz ..., entdo Z é um minimizante local de (P).”

Tal condigao permite-nos automaticamente concluir que z é de facto um mini-
mizante local.

Neste capitulo estudamos condigoes necessarias e suficientes de otimalidade
para (P).
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2.1 Direcao descendente

Um conceito importante no nosso curso é o de direcao descendente.

Definicao 2.1. A direcio d diz-se uma direcao descendente de f em T se

f(Z+ed) < f(z)

para todo o € > 0 suficientemente pequeno.

O préximo resultado permite identificar uma direcao descendente de f em
T a custa do gradiente de f em T.

Teorema 2.2. Suponhamos que f € diferencidvel em Z. Se existe um vetor d
tal que Vf(2)Td < 0, entdo f(z+\d) < f(z) para todo o X\ > 0 suficientemente
pequeno, i.e., d € uma direcao descendente de f em T.

Demonstragao. Temos que

f(@ 4 M) = f(Z) + \V£(@)Td + \|d| oz, \d), (2.1)
onde a(Z, Ad) — 0 quando A — 0. A igualdade (2.1) pode ser escrita na seguinte
forma: o -

FELAZTD _ g 4@)7a+ otz Ad).
Como Vf(2)Td < 0 e a(z,\d) — 0 & medida que A\ — 0, concluimos que
f(@+ Ad) — f(Z) < 0 para todo o A > 0 suficientemente pequeno. O

2.2 Condicao necessaria de primeira ordem

Como coroldrio do Teorema 2.2, demonstramos de seguida uma condigao ne-
cessaria de primeira ordem, conhecida na literatura como Teorema de Fermat.
A demonstracdo, tal como outras ao longo do nosso curso, é feita por contra-
posigdo. Relembremos este resultado da Légica (modus tollens, do Latim “modo
que nega”):

“Demonstrar que p implica g é equivalente a demonstrar a sua
contrapositiva, i.e., que nao ¢ implica nao p.”

Teorema 2.3. Suponhamos que f € diferencidvel em T. Se T é um minimizante

local, entdo V f(z) = 0.

Demonstracdo. Se V f(z) # 0, entdo resulta do Teorema 2.2 que d = —V f(Z) é
uma direcao descendente. Logo, por definicao de diregao descendente, T nao é
minimizante local. O
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Definigao 2.4. Seja f : D — R uma fung¢ao definida num conjunto D C R™.
Suponhamos que T € int (D) e que f € diferencidvel numa vizinhanga de T.
Entao T é chamado ponto critico de f se Vf(Z) = 0.

O Teorema de Fermat (Teorema 2.3) afirma que os minimizantes locais de
(P) sdo necessariamente pontos criticos.

Exemplo 2.5. Consideremos o problema de minimizagao (P) com X = R? e

1
f(z) = f(z1,22) = 533% + x19 + 203 — 4oy — day — .

Neste caso
Vi(x)= (J:l +x9 — 4,71 + 42> —4—3333) .

Usando o Teorema 2.3, resolvemos o sistema Vf(x) = 0 de duas equagdes a
duas incégnitas, obtendo dois candidatos a solugdo do problema: z = (4,0) e
Z = (3,1) sdo pontos criticos.

2.3 Condicao necessaria de segunda ordem

O teorema que se segue, estabelece uma condigdo necessaria de otimalidade de
segunda ordem.

Teorema 2.6. Suponhamos que f € duas vezes diferencidvel em T € X. Se T
é um minimizante local, entdo Vf(Z) =0 e H(Z) é semidefinida positiva.

Demonstragao. Da condigao necessaria de primeira ordem, sabemos que Z ser
minimizante local implica Vf(Z) = 0. Falta demonstrar que se Z for minimi-
zante local, entdo H(Z) > 0 (i.e., H(Z) é semidefinida positiva). Fazemos a
demonstracao por contraposicio: vamos mostrar que se H(Z) nao for semidefi-
nida positiva, entdo Z ndo pode ser minimizante local. Com efeito, se H(Z) nao
é semidefinida positiva, entdo existe um vetor d tal que d” H(z)d < 0. Logo,

f(@+ M) = f(2) + A\Vf(@)Td+ %AQdTH(i)d + 22 ||d||? a(z, Ad)
= f(z)+ %/\QdTH(i;)d+ 22| a(z, Ad),

onde a(Z, Ad) — 0 & medida que A — 0. De modo equivalente,

f(@+Ad) - f(Z)
)\2

. %dTH(sE)dJr 1d]1% a(z, Ad).

Uma vez que d'H(Z)d < 0 e a(Z,A\d) — 0 quando A — 0, conclufmos que
f(Z+ Ad) — f(Z) < 0 para todo o A > 0 suficientemente pequeno, i.e., T néo é
minimizante local. O
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Exemplo 2.7. Continuemos a andlise do problema do Exemplo 2.5 a luz do
Teorema 2.6. A matriz Hessiana é dada por

A = Hae = | | e |

pelo que nos candidatos a minimizante T = (4,0) e & = (3,1) obtemos:

H(f):H(4,0):“ H H(f;):H(g,n:“ _12}

Reparar que a matriz Hessiana H () é simétrica para qualquer # € R? (é sempre
assim para funcoes f € C2, de acordo com o Teorema de Schwarz). Os menores
principais da matriz H(Z) sdo 1 e 3, ambos valores nao negativos, pelo que a
matriz Hessiana em Z é, de acordo com o Critério de Sylvester, uma matriz
SSDP. J4 os menores principais da matriz Hessiana H(Z) sao 1 e -3, pelo que
a matriz é indefinida. Concluimos da condigdo necessaria de otimalidade de
segunda ordem (Teorema 2.6) que apenas Z = (4,0) é candidato a minimizante
local do problema.

2.4 Condicoes suficientes

Se Vf(Z) = 0 e H(Z) é semidefinida positiva, ndo podemos ter a certeza se T
é minimizante local: o Teorema 2.6, sendo apenas uma condi¢ao necessaria de
otimalidade, nao permite concluir que os candidatos encontrados sao de facto
minimizantes. Reparar que o conjunto admissivel para o problema considerado
nos Exemplos 2.5 e 2.7 ndo é limitado: A = R2. Por este motivo, a existéncia
de solucao nao é assegurada pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 1.23) e,
mesmo havendo, apés a andlise feita no Exemplo 2.7, um tnico candidato a
minimizante, nao podemos concluir, com a teoria dada até ao momento, que
T é minimizante. Para tal conclusao podemos tentar recorrer a uma condigao
suficiente de otimalidade, como a do nosso préximo resultado.

Teorema 2.8. Suponhamos que f € duas vezes diferencidvel em T € X. Se
Vfi(Z) =0 e H(Z) € definida positiva, entdo T € um minimizante local estrito.
Demonstrag¢ao. Como V f(z) =0, vem que

flz) = f(z)+ %(m ~2)TH#)(z - ) + ||z — 2| a(Z, z — 7). (2.2)

A partir desta igualdade, queremos demonstrar que se H(z) > 0 (i.e., H(Z) é
definida positiva), entdo z é um minimizante local estrito. Demonstramos este
facto por contraposicao: vamos mostrar que se  nao é minimizante local estrito,
entdo H(Z) nao é definida positiva. Se Z ndo é minimizante local estrito, entao
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existe uma sucessao {ry} tal que v, — 7, x # 7, e f(z1) < f(Z) para todo o
k. Seja dp = t22=%.. Entdo, segue-se de (2.2), que

[EREdl

1
flxg) = f(Z) + ||z — j||2 <2d{H(x)dk + a(z, v — x))
e, por conseguinte,

1 e
LT @)y + @, - 1) = LD

2 |z — Z||

Uma vez que ||dg|| = 1 para todo o k, existe uma subsucessao de {dy} conver-
gente para algum d tal que ||d|| = 1. Sem perda de generalidade, assuma-se que
dir — d. Entao

1 1
0> lim |=di H(z)dy + o(Z, 21, — 7)| = ~d" H(z)d,
k—oo | 2 2
ou seja, H(Z) ndo é definida positiva. O

Estamos agora em condicoes de terminar a anélise do problema considerado
nos Exemplos 2.5 e 2.7.

Exemplo 2.9. Da anélise ja feita no Exemplo 2.7, sabemos que

- 11
é SDP. Concluimos que 7 satisfaz a condigao suficiente de otimalidade (satisfaz
o Teorema 2.8) pelo que Z = (4,0) é minimizante local estrito do problema

1
min ix% + xymy + 202 — day — 4oy — x%} , (z1,20) € R?, (2.3)

Notar que condigao suficiente (Teorema 2.8) implica a propriedade mais forte
de minimizante local estrito. Contudo, o facto da matriz Hessiana ser definida
positiva nao é uma condicdo necessaria para minimizante local estrito. Por
exemplo, a funcio f : R — R dada por f(z) = 2* tem um minimizante local
estrito em x = 0 mas f”(0) ndo é positivo. Outro conceito importante é o de
ponto de sela.

Definigao 2.10. Suponhamos que f € C*(X;R). Um ponto critico z é chamado
de ponto de sela de f em X se ndo € nem minimizante local nem maximizante
local de f em X.

O préximo resultado dé-nos uma condigao suficiente, em termos das propri-
edades da Hessiana, para um ponto critico ser ponto de sela.
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Teorema 2.11. Suponhamos que f € C*(X;R) e seja T um ponto critico. Se
H(Z) ¢é indefinida, entdo T € ponto de sela de f em X.

Demonstra¢ao. Uma vez que H(Z) é indefinida, existe pelo menos um vetor
v e um vetor w tais que v H(Z)v > 0 e wl H(Z)w < 0. Relembrando que
Vf(Z) = 0, podemos entdo escrever

f(@+ M) = f(z)+ )\;dTH(g?)d + M2(|d||2a(Z, Ad).

Escolhamos d = v. Para A suficientemente pequeno, f(Z + Av) — f(Z) > 0, o
que mostra que T nao é maximizante local. De modo semelhante, escolhendo
d = w, concluimos que para A suficientemente pequeno f(z + \w) — f(z) < 0,
pelo que z também nao é minimizante local. O

Exemplo 2.12. No Exemplo 2.7,
1 1
mon=[1 1]

é uma matriz indefinida. Concluimos do Teorema 2.11 que (3,1) é um ponto de
sela (ndo é nem minimizante nem maximixante do problema).

Terminamos esta seccao com mais dois exemplos ilustrativos dos resultados
ja demonstrados.

Exemplo 2.13. Considere-se o seguinte problema:
min [z} + 23], (z1,72) € R (2.4)

Para este problema temos:

F@)=a? + 22, Vf(2) = (322,222), H(z)= [ S 0].

0 2

O sistema Vf(x) = 0 dd-nos um tnico candidato a minimizante: Z = (0,0).
Para z = (0,0) temos a matriz Hessiana

=[]

que é SSDP, satisfazendo por isso a condi¢dao necessiria de otimalidade de se-
gunda ordem (satisfaz o Teorema 2.6). No entanto H(Z) ndo é SDP e nada
podemos concluir da condigdo suficiente de otimalidade (o Teorema 2.8 nada
nos permite concluir aqui). Uma anélise simples permite-nos no entanto con-
cluir que = (0,0) ndo é minimizante local: uma vez que f(—¢,0) = —&3 <
0 = f(0,0) = f(z) para ¢ > 0, z = (0,0) ndo é minimizante local. Desta
anglise podemos também concluir que o problema (2.4) ndo admite minimi-
zante (se existisse teria de ser o & = (0,0)). De facto, inf g2 f(z) = —oc:

limy, 4 o0 f(—7,0) = —o0.
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Exemplo 2.14. Considere-se agora o seguinte problema:
min [z} + 23], (z1,22) € R (2.5)

Para o problema (2.5), temos:

fo)=otbad, Vi@ = (iet2m), B = | 1]

0 2

O sistema Vf(x) = 0 dd-nos um unico candidato a minimizante: z = (0,0).
Para T = (0,0) temos, de modo semelhante ao Exemplo 2.13, a matriz Hessiana

=[5 4]

que é SSDP e satisfaz por isso a condigao necessaria de otimalidade de segunda
ordem. Como sabemos, H(Z) nao é SDP e nada podemos concluir da condigao
suficiente de otimalidade. No entanto, em contraste com o Exemplo 2.13, o
candidato Z = (0,0) é de facto minimizante (local e global) do problema (2.5),
uma vez que f(z) > 0= f(0,0) = f(z).

2.5 Problemas quadraticos
Um problema de otimizacao quadrético é um problema da seguinte forma:

min BxTQx + CTI:| . (PQ)

zeR™

Problemas da forma (PQ) aparecem numa grande variedade de contextos.
Vejamos dois exemplos.

Exemplo 2.15. Consideremos o problema de determinar uma solugao apro-
ximada de um sistema linear Az = b sobredeterminado, i.e., um sistema em
que A é uma matriz m x n com m > n. Notar que se assumirmos que a carac-
terfstica de A é n, entdo o sistema Az = b é em geral inconsistente (i.e., ndo tem
solugdo) e o problema que se coloca é encontrar o vetor r = Ax — b, chamado
vetor residuo, solu¢cao do problema de minimizacao

in || Az — b||* 2.6
min |4z ~b]?, (26)
onde ||v|| denota a norma Euclidiana do vetor v, i.e., ||v|| :== VvTv. Um célculo

simples mostra que
| Az — b||* = 2T AT Az — 26" Az + b,

pelo que (2.6) ¢ equivalente a mingepn [#7 AT Az — 267 Az + bT'b]. Uma vez que
bT'b 6 uma constante e adicionar uma constante a um problema de minimizacio
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nao muda em nada o seu minimizante (muda, obviamente, o minimo), obtemos
o problema de otimizagao quadratico
min [a:TATAx — 2bTAx] , (2.7)
TER?
ou seja, um problema (PQ) com Q = 2ATA e ¢ = —2ATh. Ao vetor solucio

deste problema chamamos a solugao dos minimos quadrados do sistema Az = b.
Para um exemplo concreto, veja-se o Exemplo 2.19.

Exemplo 2.16. Consideremos o problema genérico de otimizagao

min f(z), (PG)
onde f é uma fungdo complicada mas analitica (i.e., uma funcdo que pode ser
localmente expandida em série de Taylor). Em muitas aplicagoes, em vez de se
minimizar a funcao f, que é suficientemente complicada, opta-se por construir
um modelo quadratico local para f num determinado ponto x = Z. A ideia é
simples: aproximamos a fungéo f pela expansio de Taylor de f(z) em = T de
ordem dois e, em vez de resolvermos (PG), consideramos o problema aproximado

min f(r) = (@) + V@) (0 - D)+ 3o - 2 H@@-2).  (28)

Atendendo a que f(Z) é uma constante, o problema (2.8) reduz-se a um problema
quadrético (PQ) com Q = H(Z) e ¢ = Vf(Z):

1
. T T —
min C + - H .

Observagao 2.17. Nos dois exemplos anteriores, a matriz QQ € simétrica. De
facto, sem perda de generalidade, podemos sempre assumir que num problema
quadrdtico (PQ) a matriz Q € simétrica. Com efeito, uma vez que

1
2T Q= ixT (Q + QT) x,
podemos sempre substituir Q pela matriz simétrica Q = % (Q + QT) :
2T Qr = 27 Qu.

Teorema 2.18. Considere-se o problema de otimizac¢ao quadrdtico (PQ) com
Q uma matriz SSDP. O vetor x* € minimizante global do problema se, e somente
se, ¥ for solugao do sistema Qx + c = 0.

Demonstracao. Seja

flz) = %xTQ:c + Tz, (2.9)

E f4cil de ver que

Vix)=Qzx+c, H(z)=Q.
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(=) Se z* é minimizante global do problema, entao pelo Teorema 2.3 (vélido
para todos os minimizantes locais e, em particular, também para o global)
Vf(x*) =0, ou seja, Qz* + ¢ = 0.

(<) Admitamos agora que
Qx* +c¢=0. (2.10)

Uma vez que
fl@) = f@" +(z —a"))
para todo o € R™, podemos escrever, por definigao (2.9) de f, que

f@) = 1@ + @ =) Q" + (- a) +T (0" + (0 —a"))

= %(117*),114»%(‘%71’*)71 [QJJ*+Q(IL‘7IL‘*)]+CT{E*+CT($7:17*).

Usando o facto de @ ser simétrica, i.e., @ = Q, obtemos a igualdade

f(z) = %(z*)TQx* + (z — 29T Qz* + %(x —297Q(z — ") + T + ' (x —2)

1 1
= S@)TQu" + (2 — )T (@2 +¢) 5 (x — 1) Qr — a°) + T
Usando a hipétese (2.10), concluimos que

fl) = 3 Qe" + et 4 (e — 1) QU — o)

o que, pela defini¢ao (2.9) de f, nos permite escrever

fl@) = @) + o -2 Q- 7). (211)

Uma vez que @ é semidefinida positiva, resulta de (2.11) que
f(x) = f(z"),
ou seja, * é minimizante global de f em R™. O

Exemplo 2.19. Considere-se o seguinte sistema linear Az = b inconsistente
(m = 3 equagdes, n = 2 incégnitas e caracteristica de A é igual a 2):

14222 =0 1 2 0

2y tae=1 |2 1 {Il}: 1
T2

3z + 220 = 1 3 2 1

O problema dos minimos quadrados é entao

min ||Az — b||> & min [(Az — b (Ax — b)| < min [zTATAx - 2bTA:c] .
zER? zER? zER?
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Neste caso,

oaT 4 | 28 20 _ oguTs_ | —10
oara=[B 0], coama[ 0]

Como @ é uma matriz SSDP, o Teorema 2.18 afirma que a solugao do sistema
Qzx + c =0, isto é,

(71, 22) = (;2 —143> ; (2.12)

¢ minimizante global do problema. Em Matlab/Octave [13, 14], é muito fcil
encontrar a solugao dos minimos quadrados: encontramos o minimizante global
(2.12) para o nosso problema usando o script

clear, clc;
A= [12; 21; 3 2];

b= 1[0; 1; 1];
format rat;
x=AaA\D
que nos da
X =
15/26
-4/13

O Teorema 2.18 afirma que para problemas quadraticos com () uma matriz
SSDP, a condigdo necessaria de primeira ordem V f(z) = 0 (Teorema 2.3) é,
na verdade, uma condicdo necessaria e suficiente de otimalidade global! Este
resultado é de grande relevancia pratica e leva-nos a questao de saber se tal pro-
priedade pode ser alargada a uma classe mais vasta de problemas. A resposta é
positiva: como mostramos na préxima seccao, ela é valida para todos os proble-
mas converos (Teorema 2.36). O problema quadrético (PQ) com @ uma matriz
SSDP ¢ apenas um caso particular de um problema convexo (Corolario 2.35).

2.6 Convexidade e minimizacao

O conceito de convexidade desempenha um papel muito importante em ma-
tematica e, em particular, em otimizagao.

Definicao 2.20. Sejam z,y € R™. Os pontos da forma Az + (1 — Ay para
A € 10,1] sd@o chamados combinagdes convexas de = e y.

Definicao 2.21. Um conjunto S C R™ diz-se um conjunto convexo Se para
todo o x,y € S e para todo o A € [0,1] se tem que \x + (1 — ANy € S.
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Exemplo 2.22. Seja X = {(xhxg) cR?: 2y > 0} ex,y € X, ie,x=(x1,22)
ey = (y1,y2) com xa >0 e ya > 0. Para A € [0,1], a combinagdo convexa

Ar+ (1 =Ny = Az + (1 — XNy, Azz + (1 — Nyz)

pertence a X pois Aza + (1 — A)ye > 0. Concluimos que X é um conjunto
convexo.

Definicao 2.23. Seja S um conjunto convexo nao vazio. Uma funcao f:S —
R diz-se uma funcao convexa se

fQz+ 1 =Ny) <Af(x)+ 1 -Nf(y) (2.13)
para todo o x,y € S e para todo o A € [0,1].

Exemplo 2.24 (Convexidade das funcdes afins). Seja f(x) = a’x + b, onde
a € R" e b eR. Sejam z,y € R™ e A € [0,1] arbitrdrios. Entéo,

fOz+10=Ny)=a" Mz +(1—Ny)+b
=AaTz+b)+ (1 =N (aTy +b)
= Af(z) + (1 =N f(y).

Por conseguinte, f (Azx + (1 — XN)y) < Af(z) + (1 — ) f(y) e concluimos que f é
uma fungéo convexa.

Observagao 2.25. Se f é uma funcdo afim, entao —f € também afim. O Exem-
plo 2.24 mostra que as funcdes afins sdo simultaneamente convexas e concavas.

Exemplo 2.26 (Convexidade das normas). Seja ||-|| uma norma em R™. Vamos
mostrar que f(z) = ||z|| é uma funcdo convexa. Com efeito, sejam x,y € R™ e
A € [0,1]. Entéo, pela desigualdade triangular,
FQz+(1=Ny) =[xz + (1= Ayl

< [Pzl + (1 = Ayl

= Azl + (1 =) [yl

= Af(@) + (1 =N f(y),
o que mostra que f é convexa.

Definigao 2.27. Uma fun¢do como na Defini¢ao 2.23 diz-se uma funcéo estri-
tamente convexa se a desigualdade em (2.13) for satisfeita de modo estrito para
todo o x £y e X €]0,1].
Estamos agora em condic¢oes de definir problema convexo.
Definicao 2.28. Um problema de otimizagao
min f(z
s.a. zeX

diz-se um problema convexo se X C R"™ ¢ um conjunto convexo e f: X — R €
uma fun¢do convexa.



20 Delfim Fernando Marado Torres

Teorema 2.29. Se T € um minimizante local do problema convexo (PC), entdo
Z € um minimizante global de (PC).

Demonstracdo. Demonstramos este facto por contraposicao. Suponhamos que
Z néo é um minimizante global, i.e., existe um y € X para o qual f(y) < f(Z).
Seja y(A) := AT+ (1—\)y, que é uma combinagao convexa de T e y para A € [0, 1]
(e, por conseguinte, y(A) é admissivel para A € [0,1], i.e., y(A) € X). Note-se
que y(A) = T & medida que A — 1. Da convexidade de f, resulta que

FlyN) = FAz+(1=Ay) < Af(@)+ (1 =N [(y) <A (@) + 1=V [(@) = f(2)

para todo o A €]0,1[. Uma vez que f(y(\)) < f(Z) para todo o A €]0, 1], Z nao
¢ um minimizante local. O

Teorema 2.30 (Desigualdade do gradiente). Seja X wum conjunto convero

aberto nao vazio e f : X — R uma funcdo diferencidvel. Entdo f é uma funcdo
conveza se, e somente se, [ satisfaz a sequinte desigualdade do gradiente:

f@) = fy) < V@) (z —y) (2.14)

para todo o x,y € X.

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos que f é convexa. Para todo o A €]0, 1] pode-
mos entao escrever que

fy+ (1 =Nz) < Af(y) + (1= A f(2)

ou seja,

Tomando o limite quando A — 0, obtemos que a derivada direcional de f em =z
na dire¢ao (y — ) (ver Defini¢do 1.13) é menor ou igual a f(y) — f(x):

Vi) (y—2) < fly) — f().

(<) Admitamos agora que se verifica a desigualdade do gradiente (2.14) para
todo o z,y € X. Sejam w e z dois quaisquer pontos em X e A € [0, 1]. Fagamos
z=Aw+ (1 — A)z. Entao

f@) = fw) V(@) (@ —w), flx)~f(2) < V(@) (z-2)

ou, de modo equivalente,

fw) = fl@) + V(@) (w—2), f(z)2fl)+ V@) (z-2). (215
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Fazendo uma combinagao convexa das desigualdades (2.15), obtemos que

A (w)+ (1 =N f(z) > f(z) + V@) Mw—2z)+ (1= N)(z—2)]
= f(z) + Vf(z)"0
= fOw+ (1 =X)z),

o que demonstra que f é convexa. O

Exemplo 2.31. Vamos mostrar que f(z1,2s) = 22 + 22 é uma funcio convexa.
Para isso, recorremos & desigualdade do gradiente (Teorema 2.30):

f convexa & f(z) — f(y) < Vf(2)"(z —y),

0 que neste caso toma a forma

e+ al—yl—ys <[ 201 22 | { T }

T2 — Y2
= Qx% + 23:% — 2x1Yy1 — 2T2Y2
ou, de modo equivalente,
2 2 2 2 2 2

a1+ a3 +yr s — 2oy — 202y2 > 06 (21— 41)° + (22 — 92)” 2 0. (2.16)
Como (2.16) é verdadeira para todo o x = (z1,72) e y = (y1,y2) em R? con-
cluimos que f é convexa.
Exemplo 2.32. Mostramos agora que f(z1,72) = 23 — 3 nao é uma funcio

convexa. Com efeito, se f fosse convexa, entao pela desigualdade do gradiente
(2.14) terfamos

11—
T1,%) — , <| 2z, -2« ,
f(z1,22) f(y1y2) [ 1 2][172112}
ou seja,
af — x5 — (yf —y3) < 2a% — 2w1y1 — 205 + 220y
<~ (.’171 — y1)2 — (3?2 — y2)2 > 0. (2.17)
A desigualdade (2.17) néo é, obviamente, vilida (por exemplo, ela é falsa para

1 =y1 =0, 22 = 2 e yo = 1). Concluimos pelo Teorema 2.30 que f nao é
convexa.
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Teorema 2.33. Seja X um conjunto convexo aberto ndo vazio e f : X — R
uma funcao duas vezes diferencidvel. Entao f € uma fun¢do convexa se, e

somente se, a matriz Hessiana H(xz) de f é semidefinida positiva para todo o
re X.

Demonstragao. (=) Suponhamos que f é convexa. Seja Z € X e d uma qualquer
diregdo. Entao para A > 0 suficientemente pequeno, T + Ad € X. Temos que

£ 4+ M) = F(2) + VI @) (Ad) + L ) HE) (M) + ] oz, Ad),
onde a(Z,y) — 0 & medida que y — 0. Usando a desigualdade do gradiente
f@) = f@+Md) < V(@) (=Md) & f(z+Ad) — f(z) = Vf(@)"(Ad) >0
obtemos que
A2 %dTH(E)d + ||d||? a(z, Ad) | > 0.
Dividindo por A? > 0 e tomando depois o limite quando A — 0, concluimos que

dTH(z)d > 0 para qualquer d € R".

(<) Admitamos agora que H(z) é uma matriz semidefinida positiva para todo
oz € X. Sejam z,y € X arbitrarios. O teorema de Taylor diz-nos que

Fly) = F@)+ V@)l — ) + (s — 2 H()y — )

para algum z que é uma combinagao convexa de = e y (e portanto z € X). Uma
vez que H(z) é semidefinida positiva, isto significa que

fy) = fz) + V@) (y - ).

Por conseguinte, a desigualdade do gradiente f(z) — f(y) < Vf(z)T(z —y) é
satisfeita, resultando do Teorema 2.30 que f é convexa. O

Exemplo 2.34. Seja f: X C R? — R definida por

2
x
f(xl,xg):£7 X:{($1,$2)€R22£B2>0}.

Sabemos que X é um conjunto convexo (ver Exemplo 2.22). Por outro lado,

2z, 2 _ 2z

To To x%

Vf(xi,22) = .2 e H(xi,12) = . 02
21 __4T1 221

=2 o2 23

Os menores principais da matriz Hessiana H(x1,z2) s@o z% e 0 e o Critério de
Sylvester diz-nos que H(z1,22) é SSDP em X. Resulta do Teorema 2.33 que
f:X — R é convexa.
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Como coroldrio do Teorema 2.33, conclui-se que o problema quadrético (PQ)
com () SSDP é um problema convexo.

Corolario 2.35. A fungao f(x) = %zTQx +cTx € wma funcdo conveza se, e

somente se, Q € SSDP.

Demonstracao. E uma consequéncia imediata do Teorema 2.33 tendo em mente
que X = R" é um conjunto convexo aberto nao vazio e f(z) = 127Qz + Tz ¢
uma fungao duas vezes diferencidvel com matriz Hessiana H(z) = Q. 0

Teorema 2.36. Consideremos o problema convexo (PC) com f diferencidvel.
Entio T € X é um minimizante global do problema se, e somente se, V f(Z) = 0.

Demonstrag¢io. (=) Se T € X é minimizante global é igualmente um mini-
mizante local e Vf(Z) = 0 pela condigdo necessédria de primeira ordem (Teo-
rema 2.3).

(<) Suponhamos que V f(Z) = 0. Entao pela desigualdade do gradiente (2.14)
temos que

fy) = f@) + V@) (y - 7) = f(7)

para todo o y € X, pelo que ¥ é minimizante global. O

Exemplo 2.37. Consideremos o problema

1
min | =a? + xy20 + 203 — 4oy — 4oy — a5 (2.18)
(z1,02)eX | 2

com X = {(xl,xg) eR?: 1y < %}

a) O conjunto X é convexo (mostre!)
b) A fungao é (estritamente) convexa em X (mostre!)

¢) Conclua que (4,0) é minimizante global (estrito) de (2.18) (justifique!)

2.7 Exercicios

1. Encontre os pontos que satisfazem as condigoes necessarias de otimalidade
para a funcgao

. T1 + 22
3+a? +ad+ximo

f(x)

Tente estabelecer a natureza dos pontos encontrados por aplicagao das
condicoes suficientes de otimalidade.



24 Delfim Fernando Marado Torres

2. Encontre os minimizantes e os respectivos minimos da fungao

fla) = (23 — 1)

de entre todos os pontos que satisfazem as condigoes necessarias de oti-
malidade.

. e e 2 , .
3. Considere o problema de minimizar ||Az — b||”, onde A é uma matriz mxn
e b é um vetor m x 1.

(a) Escreva uma condi¢do necessaria de otimalidade. A condi¢do que
obteve sera também uma condigao suficiente?

(b) A solucdo 6tima é unica? Justifique.
(¢) Resolva o problema para

-1
A=

— o O
S =N
O~ N

4. Para cada valor do escalar (3, encontre o conjunto de todos os pontos
criticos de
flz,y) = a® + y* + Bey + = + 2y.

Quais dos pontos criticos sdo minimizantes globais? (Nota: x* é um ponto
critico de f se Vf(z*) =0.)

5. Para cada um dos seguintes problemas, justifique sempre a sua resposta
por intermédio das condigoes de otimalidade estudadas.

(a) Mostre que a fungao f(x,y) = (2 — 4)? + 32 tem dois minimizantes

globais e um ponto critico que nao é nem minimizante local nem
maximizante local (é ponto de sela).

(b) Encontre todos os minimizantes locais da fungao

1
flz,y) = 5:102 + T cosy.
(c) Encontre todos os minimizantes locais e todos os maximizantes locais
da fungdo f(z,y) =sinz + siny + sin(x + y) no conjunto
{(z,y): 0 <2 <2m, 0<y<2r}.

(d) Mostre que a fun¢do f(z,y) = (y — 2?)? — 22 tem apenas um ponto
critico, que nao é nem minimizante local nem maximizante local (é
ponto de sela).

6. Considere o problema de otimizac¢ao quadratico (PQ) com @) uma matriz
SDP. Mostre que o vetor * é minimizante global estrito do problema se,
e somente se, * for solugao do sistema Qzx + ¢ = 0.
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7.

10.

11.

12.

Seja f(x) = %xTQx + c¢Tz. Mostre que f é uma funcio estritamente

convexa se, e somente se, Q é SDP.

Seja X um conjunto convexo e f : X — R uma funcgao estritamente
convexa. Mostre que se £ é um minimizante local de f em X, entao T é o

Gnico minimizante global de f em X.
A funcdo f(x) = |z| é convexa? E estritamente convexa?
Mostre que a fungao de utilidade de Cobb—Douglas dada por
u:R2 5 R
(z,y) = ulz,y) = —a"y’,
onde z >0,y >0ea,b>0coma+b=1, é uma funcio convexa.

Determine o tnico minimizante global do problema

min f (@),
onde f(z) = —In(l — 21 —x2) —lnx; — Inxzs e X = Dom(f).

(Solugdo: Z = (%, %) é o tinico minimizante global do problema).

O custo de producao de x unidades do produto X e y unidades do produto
Y éigual a 422 + xy + 2y2. Assumindo que uma unidade do produto X
e uma unidade do produto Y podem ser vendidas, respectivamente, por
px = 150 — 5z +y e py = 30 4+ 2z — 2y, quantas unidades do produto
X e produto Y tém de ser produzidas de modo a maximizar o lucro?

(Observagao: lucro = dinheiro das vendas — custo de produgao).






Capitulo 3

Métodos aproximativos

A resolucao explicita de problemas de otimizacao é normalmente uma tarefa
dificil. E por isso importante mostrar como as solugoes dos problemas de oti-
mizac¢ao podem ser aproximadas de modo eficiente.

Muitos dos métodos numéricos para problemas nao lineares de programagao
matematica tém uma natureza iterativa. Tais algoritmos especificam como cons-
truir uma nova iteragao a partir de uma (ou vdrias) ja conhecidas. Desde modo,
constréi-se uma sucessio {x*} de aproximacdes da solugio x do problema.

Vamos estudar dois métodos iterativos,

e 0 Método de Descida Mais Répida (MDMR)
e ¢ 0 Método de Newton (MN),

na resolugao do problema

min f(z),

onde f é suficientemente suave. Estes dois métodos pertencem a uma mesma
classe de algoritmos, chamados de métodos do tipo gradiente. Sao métodos
de otimizacao bastante familiares na engenharia, que recorrem as derivadas da
funcao f. Estes métodos sao deterministicos, ou seja, chegam sempre a mesma
resposta se partirem de uma mesma aproximacdo inicial z°. Eles variam na
maneira diferente como escolhem a direcao descendente (Definigao 2.1).

3.1 O método de descida mais rapida

Este método foi proposto por Cauchy em 1847. Trata-de de um algoritmo
para encontrar, a partir de um dado ponto z° € R™ (aproximagao inicial), o
minimizante local de f(z) mais préximo de 2° (no caso geral e em rigor, como
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veremos, temos apenas a garantia de encontrar uma aproximagdo z¥ de um
ponto critico, isto é, |V f(z¥)|| = 0).

Como o gradiente num ponto aponta na direcao de maior crescimento da
func@o nesse ponto, o método de descida mais rédpida (MDMR) procura em
cada ponto caminhar na diregao oposta ao gradiente nesse ponto. Portanto, em
cada iteragao k, a diregao de procura do MDMR ¢ a diregao

d* = —V f(z*) (3.1)

de “descida mais rapida”.

O conceito de direcao descendente foi introduzido na Definicao 2.1. Reparar
que, de acordo com o Teorema 2.2, (3.1) é uma direcao descendente:

Vi) Td* = V")V ) = - |V iEh)]] <0

sempre que V f(z¥) # 0 (se Vf(x*) = 0, entdao z* é ponto critico e ndo precisa-
mos de aplicar o MDMR).

O MDMR ¢ definido pelo seguinte algoritmo iterativo.

Algoritmo 1: método de descida mais rdpida (MDMR).

Entrada: Funcio f, aproximacao inicial z° € R™ e tolerancia ¢ > 0.
Saida: Aproximagio z* com ||V f(z")| <e.

1. Inicializagao: k := 0.

2. Diregao de procura: d* := —V f(z*).

3. Critério de paragem: se HdkH < g, entao stop; senao, continuar.

4. Procura unidimensional do tamanho do passo: resolver o problema

bR V(@)

= f(2" + ad").
Seja ay uma aproximagao do minimizante de tal problema.
5. Nova aproximacao: fazer
oFtl = gk 4+ apdF
k=k+1
e voltar a 2.

O MDMR é um método bastante simples em termos computacionais e, de-
vido a sua simplicidade, é bastante utilizado. Necessita de pouca informacao,
exigindo apenas as derivadas de primeira ordem para o calculo do gradiente. A
sua principal desvantagem é que apresenta uma convergéncia lenta (a questao
da convergéncia serd discutida de seguida). Em termos préticos, juntamos ao
critério de paragem uma condigao sobre o nimero maximo de iteragoes.
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Exemplo 3.1. Considere-se o seguinte problema:

min (27 — 1)+ (21 — 1 — 25)2.
(IlﬂQ)ERQ( ! ) ( 1 2)

Em Matlab, podemos implementar o MDMR para este problema, partindo da
aproximagao inicial (0,0), como se segue:

clear, clc
f = Q@(x1,x2) (x1-1).72 + (x1-1-x2).72;
syms x1 x2 alpha;
gf = [diff(f(x1,x2),x1) ; diff(f(x1l,x2),x2)]1;
k = 0;
xk = [0 ; 0];
epsilon = 0.00001;
NumeroMaximoIteracoes = 100;
while k < NumeroMaximoIteracoes
dk = -subs (subs(gf,x1,xk(1l)),x2,xk(2));
norma = norm(dk,2);
if norma < epsilon
[k, xk', dk', norma, NaN, f(xk(1l),xk(2))]
break;

xk + alpha.=xdk;
subs (subs (f,x1,tmp (1)), x2,tmp(2));
pc = solve(diff (psi,alpha));
tmp = eval (subs (psi,alpha,pc));
[C I] = min(tmp);
alphak = eval (pc(I));
[k, xk', dk', norma, alphak, f(xk(1l),xk(2))]
xk = xk + alphak .x dk;
k = k+1;
end;

'O
0]
=

([

O cédigo acima produz os seguintes resultados:

r} x5 d* ld*l2 | o | f(af,25)

0 0 (4.0000, -2.0000) | 4.4721 | 0.1923 | 2.0000
0.7692 | -0.3846 | (0.1538, 0.3077) | 0.3440 | 1.2500 | 0.0769
0.9615 0 (0.1538, -0.0769) | 0.1720 | 0.1923 | 0.0030
0.9911 | -0.0148 | (0.0059, 0.0118) | 0.0132 | 1.2500 | 0.0001
0.9985 | 0.0000 | (0.0059, -0.0030) | 0.0066 | 0.1923 | 0.0000
0.9997 | -0.0006 | (0.0002, 0.0005) | 0.0005 | 1.2500 | 0.0000
0.9999 | -0.0000 | (0.0002, -0.0001) | 0.0003 | 0.1923 | 0.0000
1.0000 | -0.0000 | (0.0000, 0.0000) | 0.0000 | 1.2500 | 0.0000
1.0000 | 0.0000 | (0.0000, -0.0000) | 0.0000 | NaN 0.0000

0O Ut W~ O

Reparar que neste caso temos f(ry1,z2) = (1 — 1) + (71 — 1 — 23)? > 0 para
todo o (z1,z2) € R? e, como f(1,0) = 0, resulta que (1,0) é minimizante global
do problema.
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Teorema 3.2. Seja {z*} uma sucessio de iteradas, obtidas por aplica¢do do
método de descida mais rdpida (MDMR) & minimizagdo da fungdo f : R™ — R.
Se d* = —Vf(z¥) #0, k € Ny, entdao f(zF+1) < f(aF).

Demonstracdo. Dado que z**! = 2% + apdF = 2% — , Vf(2F), onde oy é o
minimizante da fung¢do ¥ (a) = f (xk — an(a:k)), a € R, conclui-se que

F@Y) = (2% — V(%)) = vilax) < di(a) Vo € R. (3.2)

Por outro lado, tendo em conta que

Yh(e) = =V (&% — aVf(*)" V@),
vem que . ,
Up(0) = =V f (z%) Vf(h) = —|[VfEb)] <0

(dado que Vf(x*) # 0). Consequentemente, existe uma vizinhanga Vs(0) de
zero de raio § > 0 tal que para todo o a € V;(0) 1x () < 1x(0) = f(x*). Logo,
resulta de (3.2) que f(z"+1) < () < f(F). O

Uma propriedade que garante a existéncia de minimos globais de fungoes
reais definidas em R™ é a coercividade.

Definicao 3.3. Uma fun¢ao continua f: R™ — R diz-se coerciva se

lim f(z) = 4o0. (3.3)

ll|| =00

Teorema 3.4. Se f:R™ = R € uma funcgdo coerciva, entdo [ tem pelo menos
um minimizante global em R™. Adicionalmente, se f tem derivadas parciais de
primeira ordem, entdo tal minimizante é um dos pontos criticos de f.

Demonstragdo. Tendo em conta a condigao de coercividade (3.3), podemos con-
cluir que 37 > 0 tal que para todo o z € R™ com ||z|| > r se tem f(z) > f(0).
Seja Vy := {y € R : ||y — 0|| < r}. Pela continuidade de f, sabemos do Teorema
de Weierstrass (Teorema 1.23) que

3z €V tal que f(Z) < f(x) Va € V.

Em particular, f(z) < f(0). Consequentemente, concluimos que

(7)< f(z) se z € W,
T fO0) < f(x) sexefyeR": |yl >r},

ou seja, f(Z) < f(x) para todo o z € R™ (Z é minimizante global). O

O préximo teorema garante-nos a convergéncia do método de descida mais
rapida quando aplicado & minimizagao de fungoes coercivas.
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Teorema 3.5. Suponha-se que a fun¢do f : R™ — R € coerciva com derivadas
parciais de primeira ordem continuas. Seja x° wm ponto arbitrdrio de R™. Se
{x*} € a sucessdo de iteradas obtida pelo método de descida mais rdpida a partir
de 2, entdo existe uma subsucessdo convergente para um ponto critico de f.

A demonstragio deste resultado faz uso do Teorema de Bolzano—Weierstrass
que afirma que um conjunto de R™ é sequencialmente compacto se, e somente
se, é fechado e limitado. Por sequencialmente compacto entende-se que toda a
sucessao extraida do conjunto possui uma subsucessao convergente.

Demonstracdo. Como f é coerciva, pelo Teorema 3.4 existe um minimizante
global  em R™. Por outro lado, pelo Teorema 3.2, sabe-se que sendo {z*}
a sucessao de iteradas obtida pela aplicagcaio do MDMR & minimizacao de f a
partir de 2%, entdo {f(2¥)} é uma sucessdo decrescente, logo limitada uma vez
que

f(@) < fa*) < f(a°) VEkeN.

Nestas condigdes, podemos concluir que {z*} é uma sucessdo limitada (caso
contrério, pela coercividade de f, {f(z*)} nio seria limitada). Consequen-
temente, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsucessao {z*»}
convergente para um certo . Queremos mostrar que Vf(Z) = 0 (le., T é
ponto critico de f). Fazemos a demonstracdo por contradi¢do. Suponhamos
que Vf(Z) # 0 e consideremos o MDMR. Seja () = f(Z — aVf(Z)). Vem
que

V(0) = —V(@)TVf(@) =~ V@) <0.
Logo, se & é minimizante global de ¥ (a), o € R, entao
f@—avf(@)) =) <y(0) = f(2) (34)

e, da continuidade de f e das suas derivadas parciais de primeira ordem, decorre
que

lim f (a* —aV i) = f (& —avVi@) < 1)

p—00

pelo que, para p = p suficientemente grande, se obtém
f(z" —avf(a)) < f(7). (3.5)

Por outro lado, da continuidade de f, decorre que lim,_,oo f(z**) = f(Z), de
onde se obtém

(@) < F (55 = £ (@ — ag, V(")) < f (@ —av i) C f@),

o que é absurdo. O

Como corolario imediato do Teorema 3.5, obtém-se o seguinte resultado.
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Corolario 3.6. Se f : R™ — R é uma fun¢ao convezxa, coerciva e com derivadas
parciais de primeira ordem continuas, entao a sucessao de iteradas obtida pelo
MDMR aplicado & minimizacdo de f em R™ a partir de um ponto inicial z° € R™
arbitrdrio, converge para um minimizante global do problema.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.5, a sucessio de iteradas {*} obtida pelo MDMR
converge para um ponto critico & de f, i.e., Vf(Z) = 0. Como f é convexa e
diferenciavel, concluimos do Teorema 2.36 que Z é minimizante global. O

O resultado seguinte mostra que o Corolario 3.6 é de grande utilidade pratica
na resolugao de problemas diferencidveis convexos.
Proposicao 3.7. Se f : R® — R ¢é uma funcdo convexa de classe C', entdo

g(z) = f(z) +€||z||?, e > 0, é uma fungdo coerciva.

Demonstra¢ao. Como f é diferenciavel e convexa, da desigualdade do gradiente
(Teorema 2.30, onde usamos (2.14) com y = x e = 0) vem que

f(@) = f(0) + VI(0)"2 & g(x) > £(0) + VF(0)"x + lx]|*

Como
=V0) 2 < ||V(O) 2| = [IVFO) ],

ie., VA(0) Tz > — V()| ||z], resulta que

g(x) = f(0) + [l (ell]| = [IVFO)I]) -

Concluimos que g é coerciva tomando o limite quando ||z| — +oc. O

Se pretendermos resolver um problema

min f(z 3.6

min f(z) (36)
onde f : R™ — R é uma fungao diferenciavel e convexa, podemos sempre garantir
a convergéncia do método de descida mais rapida considerando para isso uma
pequena perturbagao do problema original (3.6), i.e., resolvendo

min [£(z) +e]a]*] (3.7)

com ¢ > 0 pequeno de tal modo que o minimizante global encontrado pela
aplicagado do MDMR ao problema (3.7) é uma boa aproximacgao da solucdo do
problema (3.6).

Como os problemas quadraticos sdo simultaneamente convexos e coercivos,
para esta familia de problemas temos sempre a garantia de convergéncia do
MDMR a partir de um qualquer 2z € R™. Além disso, para funcoes quadraticas,
o tamanho 6timo @ do passo « (ver Algoritmo 1) é facilmente calculado.
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Proposicao 3.8 (Procura unidimensional do tamanho do passo para fungoes
quadréticas). Seja f(x) = %mTQx +cTx +b, onde a matriz Q é SDP, ¢ € R"
ebeR. Sejax € R" ed = —Vf(x) a direcio de procura do MDMR. A
expressao exata do tamanho dtimo do passo, isto €, a solucdo & do problema de
minimizacao Y(a) = f(x + ad) — min € dada por

CdTV(@) _ V@)V V@)
d'Qd ~ Vi(@)TQVf(z)  Vi(&)TQVf(x)

a =

Demonstragdo. Temos

Y(a) = f(x + ad) = %(m +ad)TQ(z + ad) + " (x4 ad) + b
= %(dTQd)QQ +(d"Qz+d"c)a+ %xTQx +cTz+b
— L@ Qd)? + (d7Qu + d"e)a + f().

Uma vez que ¢’ (a) = (dTQd)a + d¥ (Qx + ¢) e Vf(x) = Qx + ¢, resulta que

dT'V f(z)
Iy T T _ _
P'(a) =0 d ' Qda+d Vf(x)—O(:)oz——idT 7
Este ponto critico de v é minimizante pois ¥ (a) = d*'Qd > 0. O

Definimos de seguida, em Matlab/Octave, a fungdo MDMR_quadratico que
encontra a solugdo aproximada (com a desejada tolerancia €) de um problema
quadrético da forma

17 T
- b 3.8
min |5z Qrt ezt b, (3.8)
onde Q € R"*™ é SDP, ¢ € R"™ e b € R. A nossa implementagéo foi feita usando
o Algoritmo 1 e a Proposicao 3.8.

function [x, val_func] = MDMR_quadratico(Q, c, b, x0, epsilon)
x = x0;
k = 0;

grad = Q * x + c;
while ( norm(grad) > epsilon )
k =k + 1;
alpha = norm(grad) "2 / (grad' % Q * grad);
x = x — alpha * grad;
grad = Q * x + c;
val_func = 1/2 * x' * Q » x + ¢c' * X + b;
fprintf ('iter %$3d,normGrad=%$2.6f,valFunc=%2.6f\n"',
k, norm(grad), val_func);
end
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Vejamos dois exemplos de utilizagdo da nossa fungdo MDMR_quadratico.

Exemplo 3.9. Considere-se o problema

: 2 2
min |z° + 2
(z,y)ER? [ Y ]
cuja solucio é ébvia: f(z,y) = 22+ 2y* > 0 para qualquer (z,y) € R?, pelo que
(Z,7) = (0,0) é minimizante global (f(Z,7) = 0). Comecemos por notar que
para f(z) = %xTQx + Tz + b temos sempre:

b= f(0), ¢=V[f0), Q=H(). (3.9)
No nosso exemplo concreto temos
2z 2 0
fla,y) =2 +2y%, Vf(z,y) = [ ] e H(zy) = ] =Q,
4y 0 4

com b= f(0,0) =0ec=Vf(0,0)=(0,0). Notar que @ é SDP. Para resolver o
problema usando o MDMR com tolerancia ¢ = 10~° e vetor inicial 20 = (2,1),
fazemos:

clear, clc

[x vf] = MDMR_quadratico([2 0;0 4], [0 O]', O, [2 1]', le-5)

O método converge apos 13 iteragbes, com um aproximagao muito préxima da
solugao exata:

iter 1,normGrad=1.885618,valFunc=0.666667
iter 2,normGrad=0.628539,valFunc=0.074074
iter 3,normGrad=0.209513,valFunc=0.008230
iter 4 ,normGrad=0.069838,valFunc=0.000914
iter 5,normGrad=0.023279,valFunc=0.000102
iter 6 ,normGrad=0.007760,valFunc=0.000011
iter 7 ,normGrad=0.002587,valFunc=0.000001
iter 8,normGrad=0.000862,valFunc=0.000000
iter 9,normGrad=0.000287,valFunc=0.000000
iter 10,normGrad=0.000096,valFunc=0.000000
iter 11,normGrad=0.000032,valFunc=0.000000
iter 12,normGrad=0.000011,valFunc=0.000000
iter 13,normGrad=0.000004,valFunc=0.000000
x =
1.2545e-06
-6.2723e-07

vE = 2.3605e-12
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Exemplo 3.10. Revisitemos o problema do Exemplo 3.1, resolvendo-o agora
com recurso & nossa fun¢ao Matlab/Octave MDMR_quadratico. Para isso, come-
camos por determinar Q = H(x1,z2), b= f(0,0) e ¢ = Vf(0,0):

f(CL'l,{EQ) = (fEl — 1)2 + (1'1 -1 —IE2)2 = b= 2,

4331—2332—4 —4
— C = s
2

4 =2
H((El,(ﬂg): l 5 5 ‘| :Qa

Vf(w1,22) = [

—211,‘1 + 21‘2 +2

onde @ é simétrica e SDP. Tal como no Exemplo 3.1, partimos da aproximagao
inicial (0,0) e escolhemos como tolerancia e = 0.00001:

clear, clc;
[x vf] = MDMR_quadratico([4 -2;-2 2], [-4 2]1', 2, [0 O0]', 0.00001)

Como esperado, o método converge apds 8 iteragoes:

iter 1,normGrad=0.344010,valFunc=0.076923
iter 2,normGrad=0.172005,valFunc=0.002959
iter 3,normGrad=0.013231,valFunc=0.000114
iter 4 ,normGrad=0.006616,valFunc=0.000004
iter 5,normGrad=0.000509,valFunc=0.000000
iter 6,normGrad=0.000254,valFunc=0.000000
iter 7 ,normGrad=0.000020,valFunc=0.000000
iter 8,normGrad=0.000010,valFunc=0.000000
x =

1.0000e+00

2.6331e-16
vi = 9.5772e-12

3.2 0O método de Newton

Suponhamos que queremos resolver o problema

min f(z). (P)

zER™

Para x numa vizinhanga de Z, o valor f(x) pode ser aproximado através da
expansao quadratica de Taylor:

F(@) ~ h(z) = f(z) + V@) (@ - 7) + %(m ~HTHE) @ — 7).
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Notar que h é uma fungao quadratica, cujo minimizante global é encontrado
resolvendo o sistema Vh(z) = 0 (cf. Teorema 2.18 e comentério apds a sua
demonstragao). Uma vez que o gradiente de h é dado por

Vh(z) =V f(z)+ H(z)(x - 7),
somos motivados a resolver o sistema
Vi@ + HEz)(x—z)=0. (3.10)
Assumindo que H(Z) é nao singular, obtemos de (3.10) que
r—7=-H(@) 'Vf(Z)er=2—- H@) V(@)

Isto conduz-nos ao seguinte algoritmo iterativo para determinar uma apro-
ximagao da solugao de (P).

Algoritmo 2: método (bésico) de Newton (MN).
Entrada: Funcdo f, aproximacao inicial z° € R™ e tolerancia ¢ > 0.
Saida: Aproximacio z* com HVf(xk)H <e.
1. Inicializagao: k := 0.

2. Critério de paragem: se HVf(xk) ’ < g, entao stop; senao, continuar.
3. Diregao de procura: d* := —H (x*)"1V f(zF).
4. Tamanho do passo: ay := 1.
5. Nova aproximagao: fazer
bt =gk 4y dF
k=k+1
e voltar a 2.

A direcio d*¥ = —H(z¥)"1V f(2¥) é chamada de direcdo de Newton em z*.
Notar que:

e o MN assume que a matriz Hessiana H(z*) é nio singular para cada k;

e nio existe garantia que f(zFT1) < f(aF);

e o quarto passo do algoritmo acima do MN pode ser melhorado encontrando
o valor 6timo do tamanho do passo ay, i.e., fazendo uma procura unidi-
mensional do tamanho do passo aj que minimiza ¥y (a) = f(2* + a d*).

Vamos resolver o mesmo problema do Exemplo 3.1 mas agora por intermédio
do algoritmo de Newton.
Exemplo 3.11. A fun¢@o f a minimizar no problema do Exemplo 3.1 é
flxr,20) = (21 — 12 + (x1 — 1 — 29)2. (3.11)
Neste caso o gradiente de f é dado por

2(1‘1—1)4—2(&31—1—1)2) :| _|: 4.131—21‘2—4

Vf(xla 372) = —2(271 —1-= IQ) —2,’,E1 + 2CC2 + 2
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e a matriz Hessiana de f,

H(z1,20) = [ _42 ;2 ] , (3.12)

nao depende de x; nem de x5, pelo que a denotamos simplesmente por H. A
matriz H é nao singular, com inversa dada por

1
H ' = 2
1

pelo que partindo da aproximagao inicial 29 = (0,0), tal como fizemos no Exem-
plo 3.1 para o MDMR, obtemos pelo método de Newton

=[5 =[G

com Vf(z!) = Vf(1,0) = (0,0) (pelo que o Algoritmo de Newton termina).

Nl= N

O facto do MN ter convergido numa dnica iteragio para o problema (P) com
f dado por (3.11) néo é fruto do acaso. O préximo resultado afirma que o MN
converge sempre numa s iteracdo quando aplicado a uma fungao quadratica
estritamente convexa, independentemente da aproximacao inicial 0. Reparar
que para a fungao f do Exemplo 3.11, a matriz Hessiana (3.12) é uma matriz
simétrica e definida positiva (os dois menores principais sdo ambos positivos e
iguais a 4). Como sabemos (cf. Exercicio 7 da Secgao 2.7), isso significa que a
fungao f do Exemplo 3.11 é uma funcao estritamente convexa.

Teorema 3.12. Seja f(z) = 227 Quz + cTx +d com Q € R"*™ SDP (simétrica
e definida positiva), c € R™ e d € R. Entdo a sucessao de iteradas obtida pelo
método de Newton aplicado a minimizacdo de f a partir de wm qualquer ponto
inicial 2° € R™, atinge o minimizante global de f num tnico passo.

Demonstrag¢io. Temos Vf(z) = Qx4+ ce H(z) = Q. O facto de Q ser SDP
garante a convexidade estrita de f e, consequentemente, que a tnica solugao do
sistema de equagbes Qx = —c seja precisamente o minimizante global Z de f.
Por outro lado, por aplicagao do MN, obtemos:

ot =2 — H(2°) 7'V (%)
.CL‘O _ Q_l(Q.TO 4 C)
R (S )

Il
5]

Concluimos que o MN converge numa unica iteracao. O

No caso mais geral em que H(x) é SDP (funcdo f ndo necessariamente
quadrdtica) temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.13. Se H(x) é SDP e a dire¢io d de Newton em x ndo for nula, i.e.,
d=—H(x) 'V f(z) #0, entdo d é uma direcdo descendente, i.e., f(x + ad) <
f(x) para todos os valores de « suficientemente pequenos.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2, basta mostrar que
Vix)Td=-Vf(x)TH() 'Vf(z) <0.

Notar que esta desigualdade é claramente verdadeira se H(x)~! for definida
positiva. Uma vez que H(z) é SDP, temos

0 < (H(z) ") H(z)(H(x) 'v) = v H(z) v
para todo o v € R™, v # 0, i.e., H(x)~! é definida positiva. O

Em Matlab/Octave, calculamos a dire¢do de Newton de modo eficiente usando
o operador “\” de divisdo & esquerda: o comando Matlab/Octave A \ b fornece-
nos A71b (se A™! existir, caso contrdrio, devolve-nos a solugao de Az = b
no sentido dos minimos quadrados — veja-se o Exemplo 2.19) de um modo
computacionalmente muito eficiente. Assim, calculamos a direcao de Newton
d* = —H(2F)"'V f(2*) fazendo d* = —H (2*) \ Vf(2*). Segue-se uma imple-
mentagio muito simples do Método de Newton (MN) em Matlab/Octave.

function [x, val_func] = MN(f,grad,Hess,x0,epsilon)
x = x0;
valG = grad(x);
valH = Hess (x);

k = 0;
while ( (norm(valG) > epsilon) && (k < 10000) )
k =k + 1;
x = x - valH \ valG;
val_func = f (x);
fprintf ('k = %2d, f(x) = % O.WC:\h', k, val_func)

valG = grad(x);

valH = Hess (x);
end
if (k == 10000)

fprintf ('O metodo nao ccnverglu\nW
end

Vejamos dois exemplos de aplicagdo do Método de Newton por recurso a
nossa funcao Octave MN.
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Exemplo 3.14. Consideremos o problema

min [100z* + 0.01y"]
T,y
cujo minimizante global é, obviamente, (z,y) = (0,0) (o minimo global é, por
isso, 0). Vamos escolher a aproximacao inicial 2° = (1,1) e e = 1075, Usando
o Octave e a nossa funcao MN, que implementa o Algoritmo 2, i.e., o método
(bésico) de Newton, fazemos:

clear, clc

f = Q(x) 100.xx(1)."4 + 0.01.%x(2).74;

g = @(x) [400.*xx(1)."3; 0.04.%xx(2).731];

h = @(x) [1200.xx(1)."2, 0; 0, 0.12.%x(2).72]1;
x0 = [1;1];

eps = le-6;

[x vE] = MN(f,g,h,x0,eps)

Obtemos convergéncia apds 17 iteragoes:

k= 1, £(x) = 19.7550617284
k 2, £(x) = 3.9022344155
k 3, £(x) = 0.7708117364
k 4, £(x) = 0.1522591084
k 5, £f(x) = 0.0300758733
k = 6, £(x) = 0.0059409132
k 7, £(x) = 0.0011735137
k 8, £(x) = 0.0002318052
k= 9, £(x) = 0.0000457887
k = 10, £(x) = 0.0000090447
k = 11, £(x) = 0.0000017866
k = 12, £(x) = 0.0000003529
k = 13, £(x) = 0.0000000697
k =14, £(x) = 0.0000000138
k = 15, £(x) = 0.0000000027
k = 16, f(x) = 0.0000000005
k = 17, £(x) = 0.0000000001
x =
0.0010150
0.0010150

vi = 1.0613e-10

Com o préximo exemplo ilustramos uma caracteristica tipica do método de

Newton: ele converge rapidamente para certos valores da aproximacao inicial

2%; ndo convergindo para outros valores de x°.
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Exemplo 3.15. Considere-se o problema

min [\/xf +1+ \/x§ + 1}
x1,T2

cujo solugao é, claramente, dada por (z1,22) = (0,0) com minimo global 2.
Para este problema, a fungao objetivo a minimizar é dada por

flxy,x0) = \/x%—kl—i- r3+1

com gradiente e Hessiana dados por

x 1 0
$2 / $2 3
Vf(xi,22) = iﬁ V|, H(wg,ae) = (16 2 1
Vit V(i+a3)®

Escolhamos como tolerancia ¢ = 107%. O algoritmo de Newton nao converge
para 29 = (1,1):

clear, clc

@(x) sgrt(x(l)."2 + 1) + sgrt(x(2).72 + 1);

0Q
o

Q@(x) [x(1)./sqgrt(x(1)."2 + 1); x(2)./sgrt(x(2).72 + 1)1;
@(x) [1./(x(1).72+1)"(3/2), 0; 0, 1./(x(2).72+1)7(3/2)1;
eps = le-8;
x0 = [1;1];
[x vE] = MN(f,qg,h,x0,eps)
k= 1, f(x) = 2.8284271247
k = 2, f(x) = 2.8284271247
k = 3, f(x) = 2.8284271247
k = 4, f(x) = 2.8284271247
k = 5075, f(x) = 2.8284271247
k = 5076, f(x) = 2.8284271247
k = 5077, f(x) = 2.8284271247
k = 9594, f(x) = 2.8284271247
k = 9595, f(x) = 2.8284271247
k = 9596, f(x) = 2.8284271247
k = 9597, f(x) = 2.8284271247
k = 9997, f(x) = 2.8284271247
k = 9998, f(x) = 2.8284271247

k = 9999, f(x) = 2.8284271247
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k = 10000, f(x) = 2.8284271247
0 metodo nao convergiu
X

= o=

vi = 2.8284

E facil de compreender o que se passa fazendo duas iteragoes do Algoritmo 2 do
MN & mao: concluimos que

d2i:|:_§:|, J,‘2i+1:|:_}:|, d2i+1:|:§:|, x2i+2:|:1:|7 VZENO

Para 2° = (0.5,0.5), o método basico de Newton converge ao fim de quatro
iteragoes:

x0 = [0.5;0.5];

[x vf] = MN(f,g,h,x0,eps)

= 2.0155644371
2.0000038147
2.0000000000
2.0000000000

H Hh
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Mo
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3.3 Convergéncia dos métodos

Estudamos agora a velocidade com que uma sucessao convergente se aproxima
do seu limite.

Definigao 3.16. Considere-se uma sucessao {x*} convergente para Z, i.e.,

lim 2% = 7.

k—o0

Dizemos que a sucessdo converge linearmente para T se existir um nimero § €
10, 1] tal que

= (3.13)
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Se a sucessio {x*} converge para T e

e 0 =0 em (3.13), entdo a sucessdo possui convergéncia super-linear;

e 0 =1 em (3.13), entdo a sucessao possui convergéncia sub-linear.

O numero § € chamado de taxa de convergéncia.

Exemplo 3.17. Seja z¥ = 107%. A sucessdao {z*} (0.1, 0.01, 0.001, ...) con-
verge para T = 0. Esta convergéncia € linear pois

|2+ — 2]

Exemplo 3.18. Seja 2% = ;. A sucessao {z*} (1, 1/2, 1/6, 1/24, 1/120, ...)
converge para £ = 0. Esta convergéncia é super-linear pois

¥t —z]| R 1

= 0
=~z Gkt kt1

quando k — oo.

Exemplo 3.19. Seja z* = % A sucessio {z*} (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, ...)
converge para T = 0. Esta convergéncia é sub-linear pois

quando k — oo.

A proéxima definigao distingue taxas de convergéncia supra-lineares.

Definigao 3.20. Considere-se uma sucessao {x*} convergente para Z, i.e.,

lim 2% = z.

k—o0

Dizemos que a sucessao converge com ordem ¢q para &, ¢ > 1, se

Em particular, a convergéncia de ordem

e ¢ =2 ¢ chamada de convergéncia quadratica;

e ¢ =3 ¢ chamada de convergéncia ctbica.

Nota: a ordem q > 1 de convergéncia pode ser um numero nao inteiro.
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Exemplo 3.21. Seja % = 1072, A sucessio {z¥} (1072, 1074, 10~8, 1016,
10732, ...) converge para T = 0. Esta convergéncia é de ordem 2 (convergéncia
quadratica) pois

o o] a0

ok —2* (10-2)

E facil de perceber que a velocidade de convergéncia de uma sucessao é tanto
maior quanto maior for a ordem de convergéncia ¢ e, para uma mesma ordem
de convergéncia ¢, tanto maior quanto menor for a taxa de convergéncia §.

O préximo resultado mostra a convergéncia linear (¢ = 1) da sucessdo
{f(«*)} obtida por aplicagio do MDMR a uma funcio quadratica f. A taxa de
convergéncia depende neste caso grandemente da razao A/a entre o maior e o
menor valor préprio da matriz Hessiana H(Z) de f, onde & é o minimizante de
f. Tal razao entre o maior e o menor valor préprio de uma matriz é conhecida
na literatura como o numero de condi¢Go de uma matriz. Convém salientar que
o nimero de condigao tem um papel muito importante na teoria e computagao
de vérias quantidades que envolvem uma matriz e nao apenas no presente con-
texto. Aqui, recorremos a chamada desigualdade de Kantorovich, que afirma
que se o numero de condi¢do de uma matriz @ for dado por A/a, entao

(7Qa) (d'Q'd) _ (A+ay?
(dTd)* = 4Aa

(3.14)

A demonstragido da desigualdade de Kantorovich (3.14) pode ser encontrada,
por exemplo, em [21] (em concreto, ver a demonstragdo do Teorema 3.1.10
neste livro, na pdgina 129). Kantorovich (1912-1986) ganhou o prémio Nobel
da Economia em 1975 pelos seus contributos na teoria da alocagao 6tima de
recursos.

Teorema 3.22. Seja f(x) = %xTQx + cTx, onde Q é SSDP. Seja {x*} a
sucessao de iteradas obtida pelo MDMR, convergente para o minimizante global
T de f. Entdo a sucessio {f(x*)} converge linearmente para f(Z) com uma

taxa de convergéncia
5 Ala—1\"
\AJa+1) "
onde A e a sao, respetivamente, o maior e menor valor préprio da matriz Q.

Demonstra¢do. De acordo com o Teorema 2.18, o minimizante de f em R”™ é
dado por T = —Q !¢ e, substituindo em f, obtemos que

f(z) = f%cTQflc.

k

Seja x = z" a aproximacao corrente do MDMR, para a qual

fla) = 5a"Qu + T,
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e denotemos por d = d* a direcao de procura do MDMR, i.e.,
d=-Vf(z)=—-Qzr—c

Agora calculemos a préxima iteraggo do MDMR. Para um « arbitrario,
flz+ad) = %(x +ad)TQ(z + ad) + T (z + ad)
= %xTQx + ad'Qx + %QQdTQd +cfz+acld
= f(z) — ad"d + %anTQd.

Escolhendo o valor do passo « otimal, esta tltima expressao conduz-nos a

o d’d
—dTQd
(confira a Proposicdo 3.8, tendo em mente que d = —Vf(z)) e a préxima
iteracdo 2’ = z**1 do algoritmo do MDMR sera
d’d
x’:z+ad:z+md

com

£@) = fa+ad) = f(@) = ad"d+ 50%d7Qd = fla) = 5

Por conseguinte,

@ — 1@ _ ) - f(@) _ T@) 3y — @)

[f@h) = f@)]  f2) - f(@) fz) = f(7)
1 (de)2
1 2°dTQd
12TQu + Tz + 1cTQ e
1 (d7d)>
1 2 dTQd
3(Qe+0)TQ ™ (Qr + )
_ (de)Q
- ([dTQA)(dTQ1d)
1
—1— 3
com
5 (QUETQ )
’ (dTd)? '
Usando a desigualdade de Kantorovich (3.14), i.e.,
< (A+ a)?

4Aa
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obtemos a conclusao pretendida:

o) — f(z a —a a—1\>
| [T — f(2)] 1 44 (A —a)? <A/ 1) s

F@ 7@ B T Atar (AvaR \A/a+l

O

Notar que, por definicdo de A e a, A/a é pelo menos 1. Se A/a for pequeno,

. ~ . . ~ A . Ala—1 2 /
i.e., nao muito maior que 1, entao a taxa de convergéncia § = AatT) serd

muito menor que 1. Contudo, se A/a for grande, entao a taxa de convergéncia d
serd apenas ligeiramente menor que 1 e a velocidade de convergéncia serd menor
(i.e., serd necessario um maior nimero de iteragoes até o algoritmo do MDMR
atingir a tolerancia pretendida).

Mostramos agora que, sob certas condicoes de regularidade, a sucessao de
iteradas obtida por aplicacao do MN, a partir de um ponto suficientemente
préximo do minimizante T de f, converge quadraticamente para .

Teorema 3.23. Se T for minimizante do problema de minimizar f em R™, f €
C3, ¥ estiver suficientemente proximo de T e, além disso, existir uma constante
h tal que HH(xk)_lH < h, entdo a prézima iterada x*t1 obtida pelo método

de Newton satisfaz a desigualdade Hx’”l — EH < cHa:k — :E||2 para uma certa

constante c, i.e., a sucessao de iteradas de Newton tem convergéncia quadrdtica.

Demonstragdo. Por aplicagao do MN, z*+! = 2% — H(2¥)~1V f(2*). Entao,
etz =af — 7 — HP) TV f(2")
= H(a")"! [H(a")(a" — 7) = Vf(2")]

e, atendendo a que V f(Z) = 0, podemos escrever que

oz = H(zF)! [H(a:k)(a:k —-I)+ V(@) - Vf(xk)] . (3.15)
Uma vez que f € C?, a funcdo f e as suas derivadas até a terceira ordem sio
continuas na vizinhanca de z* e, por conseguinte, limitadas numa vizinhanca
de z*. O Teorema de Taylor permite-nos entdo escrever que

V(@) = Vf(a*) = Hz")(z - 2") + e(z,2"),

onde He(ic,xk)H <cllz- ;vkuz. Por conseguinte,

|H(") (" — 2) + V(@) - VI@Eh)| = ||e@ )| < o |Ja* - 2|
e resulta de (3.15) que
b =2 < e[| H @) [Jo* ~ 2]
Como por hipétese ||H(z*)~!|| < h, concluimos que
ot — 2| < ela* 2

para ¢ = c1h. O
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3.4 Otimizagao sem restricoes em Octave/Matlab

Quer o Matlab quer o Octave (este tltimo disponivel gratuitamente em http:
//www.octave.org) disponibilizam toolbozes de otimizagdo que implementam
vérios métodos/algoritmos aproximativos. Mencionamos aqui dois dos coman-
dos disponibilizados em ambos os ambientes Matlab/Octave, que podem ser fa-
cilmente usados para resolver problemas sem restrigoes, como aqueles estudados
até ao momento.

Um dos comandos tteis é o fminunc (o nome do comando significa “mi-
nimizar uma funcdo f unconstrained”, isto é, minimizar uma funcdo f sem
restrigoes). Quer no Matlab, quer no Octave, podemos recorrer ao help para
obtermos toda a informagao sobre a sintaxe de utilizacao, algoritmos implemen-
tados, exemplos ilustrativos, etc. Uma utilizagao simples deste comando consiste
em passarmos no seu primeiro argumento a fungao que pretendemos minimizar
e no segundo argumento a aproximacao inicial 2°. O fminunc devolver-nos-a o
minimizante e o minimo encontrados (em rigor, e partindo do principio que os
algoritmos implementados estao a convergir, o que obtemos é uma aproximagao
desses valores):

[x, fvall = fminunc(f, xO0)

Vejamos um exemplo muito simples, ilustrativo da utilizagao deste comando.
Imaginemos que pretendemos minimizar a fungao

f($1,.%'2) =100 (xg — x%)z + (1 _ 1‘1)2

em R2. E ficil de perceber que o minimizante global do problema é z = (1,1) eo
minimo global é zero: f(Z) = 0. Partindo da aproximagcao inicial 2° = (1.2, 1),
fazemos:

f=0Q(x) 100 » (x(2) - x(1)"2)"2 + (1 - x(1))"2;
x0 = [1.2 ; -11;
[x, fval] = fminunc(f, x0)

obtendo, como resultado,

X =
1.00000
1.00000

fval = 1.6888e-16

0 que esta de acordo com o esperado.

Outros comandos existem em Octave/Matlab, com sintaxes semelhantes ao
fminunc e que, tal como este, possuem varios parametros opcionais que per-
mitem controlar a precisao € das aproximagoes, nimero maximo de iteracoes,
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critérios de paragem, etc. A diferenga entre os comandos disponibilizados re-
side, basicamente, nos algoritmos que lhes estao associados. A este respeito,
convém mencionar que comandos com o mesmo nome no Octave e no Matlab,
como sejam o fminunc e o fminsearch, nao implementam necessariamente os
mesmos métodos aproximativos. Além disso, pode haver diferencas dependendo
da versao do Octave ou do Matlab que se disponha.

Terminamos esta breve secgao resolvendo o mesmo problema acima, mas
recorrendo desta vez ao comando fminsearch:

f = Q@(x) 100 » (x(2) — x(1)"2)"2 + (1 - x(1))"2;
x0 = [1.2 ; -11;
[x, fval] = fminsearch(f, x0)

obtendo, como resultado,

X=
1.0000
1.0000

fval = 8.6525e-10

Como o método aproximativo usado pelo fminunc e pelo fminsearch sao dife-
rentes, notamos uma ligeira diferenca nas aproximacoes obtidas.

3.5 Exercicios

1. Seja f : R® — R uma funcao estritamente convexa, coerciva e com de-
rivadas parciais de primeira ordem continuas. Mostre que a sucessao de
iteradas obtida pelo MDMR, aplicado & minimizagdo de f em R"™ a partir
de um qualquer ponto inicial z° € R™, converge para o tinico minimizante
global do problema.

2. O objetivo deste exercicio é mostrar que o MN nao é afetado por uma
mudanca linear das variaveis. Considere a transformacao linear e invertivel
x = Sy. Escreva o MN no espago das varidveis y e mostre que ele gera a
sucessdo y* = S712* onde {2} é a sucessdo de iteradas obtida pelo MN
no espaco das varidveis x.

3. Determine o minimo da funcdo f(r,y) = z* —3xy+ (y+2)?2, por aplicacio
do MDMR a partir do ponto (0, 0).

4. Aplique, a partir do ponto (0,0), o MN para a determina¢do do minimo
da fungdo f(z,y) = 22* + 22 — 4y + Hy.
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5. Considere a fungao f(z,y) = 2> + y> +y — 3.

(a) Verifique se a fungdo é convexa e analise a natureza dos pontos
criticos.

(b) Aplique o MN a partir do ponto (3,0).

6. Considere a fun¢ao g(z,y) = 222 +y*> — y + .

(a) Verifique se g(z,y) é uma funcgdo coerciva.
(b) Aplique o MDMR a partir do ponto (0, 0).

7. Considere a funcao f : R? — R definida por f(z,y) = 322 +y?—4x+2+2xy
e, a partir da origem, determine as primeiras duas iteragoes do MDMR
aplicado & minimizagéo de f(z,y).

8. Considere a funcdo f : R? — R definida por f(z,y) = 22* + y? + 5y + .

(a) Verifique que f é uma fungao convexa mas nao estritamente convexa.

(b) Verifique se o ponto (—%,—35) ¢ um minimizante.
(¢) Aplique, a partir do ponto (—1,—2), o MN & determinacdo de um

minimizante de f(z,y).

9. Considere o problema de minimizar

1
flz) = izTHx +clz+13

10 -9 4
H‘[—g 10} ¢ C‘[—m}'
(a) Usando o computador (ou a calculadora), implemente o MDMR para
este problema partindo dos seguintes pontos:

i. 2°=(0,0).
V= (-0.4,0).
iii. 20 = (10,0).
iv. 20 = (11,0).

(b) Repita a alinea anterior, desta vez implementando o MN.

onde

ii.

Nota: o minimizante deste problema é z = (5,6) com f(Z) = —22.

10. Considere o problema de minimizar

1
z)=-aTHzx+ "z
f@) =3

onde
10 -—-18 2 12
H=| —-18 40 -1 e c= | —47
2 -1 3 -8
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(a) Usando o computador (ou a calculadora), implemente o MDMR para
este problema partindo dos seguintes pontos:

i. 2° = (0,0,0).

ii. 20 = (15.09,7.66, —6.56).
iil. 20 = (11.77,6.42, —4.28).
iv. 20 = (4.46,2.25,1.85).

(b) Repita a alinea anterior, desta vez implementando o MN.
Nota: o minimizante deste problema é z = (4,3,1) com f(Z) = —50.5.

11. Considere a funcio f(z,y) = 522 + y? + 4wy — 14z — 6y + 20 e o seguinte
problema de programacao matematica sem restrigoes:
min z,Y).
Goin, f(9)

(a) Determine analiticamente, justificando convenientemente, o minimi-
zante e o minimo global do problema.

(b) Use o método de descida mais rdpida (MDMR) para aproximar o
minimizante global do problema. Para isso, considere a aproximagao
inicial (0, 10) e a tolerancia e = 107°. Retina os seus resultados numa
tabela apropriada (ver Exemplo 3.1).

12. Considere a fungao

4 4
h(z) = x1 — 0.6z2 + 43 + 0.2524 — Zln(xi) —1In (5 — le> .
i=1

i=1

Usando um método aproximativo & sua escolha, determine uma apro-
ximagao da solugao do problema de minimizar h(z) no seu dominio. Use
a aproximacdo inicial 2° = (1,1,1,1) e a tolerancia ¢ = 10~°.

13. Considere a fungao g(z,y) = 1022 + ay? + bxy — 14z — 6y + 10, com «
uma dada constante, e o seguinte problema de programagcgao matemaética
sem restrigoes:

min z,Yy).
Goin 9 y)
(a) Seja {(z*,4*)} a sucessdo de aproximagdes gerada pelo MDMR a
partir da aproximagao inicial (40,—100). Justifique o facto da cor-
respondente sucessio {g(z*,y*)} apresentar convergéncia linear.

(b) Recorrendo ao conceito de taxa de convergéncia, justifique se a su-
cessdo {g(z* y*¥)} mencionada na alinea anterior converge mais ra-
pidamente para o = 1 ou o = 8.

(c) Use o MDMR para aproximar a solu¢do do problema com o = 1 e
a = 8, considerando a aproximagao inicial (40, —100) e a tolerancia
e = 1075, Retina os seus resultados em tabelas apropriadas.






Parte 11

Problemas de otimizacao
com restricoes






Capitulo 4

Condicoes de otimalidade

Vamos agora estudar o problema geral de programacao matematica, que deno-
tamos por (PP]\/[).

4.1 Problema, hipdteses e notacgoes

Um problema de programagao matematica é um problema que pode ser colocado

na forma
min f(x)

IN

0,
P
h 0 (Ppar)

z e X,
onde X C R"™ é um conjunto aberto, f : R — R, g : R* — R™, i.e,
g(x) = (g1(x),...,gm(x)), m € Ny (m = 0 significa que ndo hé restrigoes
de desigualdade) e h : R® — R i.e., h(z) = (hy(z),..., h(x)), 1 € Ny (se l =0,
entdo o problema nao tem restri¢oes de igualdade).

sujeito a  g(x)
(

x) =

Se A for o conjunto admissivel de (Ppys), i-e.,
A={zx e X :9(x) <0e h(z) =0},
entdo o problema (Ppjs) pode ser escrito na forma
Supomos que A é nao vazio e que o problema (Ppjs) tem um minimizante local,
que denotamos por Z.

Observagao 4.1. De um modo geral sé faz sentido considerar (Ppps) com
m+1 < n. Com efeito, se tivermos mais restricoes do que graus de liberdade,
entdo em geral a regigo admissivel € vazia e o problema ndo tem solucgao.
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Usamos as notacoes

Vi (x)T Vhy(z)T
Vo= | i | evhwm=| : |

Vg ()7 Vhy(z)"

i.e., Vg(z) € R™*" e Vh(x) € R™" sido as matrizes Jacobianas.

Terminamos esta secgao introdutéria relembrando o Teorema da Fungao
Implicita.

Teorema 4.2 (Teorema da Funcio Implicita). Sejam h : R* — R! e 2 =
(gjl,...,gjl,fl,...,in_l) = (Q,Z). Se

1. h(Z) =0;
2. h ¢ diferencidvel com continuidade numa vizinhanca de T;

3. a matriz Jacobiana | X [

Oh1 (i) . Oh1 (i)
Oy oy
Oh(z) Oh(z)
Oy Oy
€ nao singular;
entdo existem fungoes s(z) = (s1(2),...,s1(z)) diferencidveis com continuidade

e € >0 tais que h(s(z),z) = 0 para todo o z € B(Z,e). Além disso,

! Oh;(s(z),2z) Osk(z) Oh;(s(z),2)
kz_l[ Oy . 0z * 0z

para todo o i =1,...,1l etodooj=1,...,n—1.

4.2 Condicao necessaria geométrica

Dado um problema (Ppys), seja & € A. Introduzimos os seguintes conjuntos:

o Fy:={deR":Vf(z)'d <0} (conjunto das direcdes descendentes de f
em Z);

o [ :={iec{l,...,m}:¢;(Z) =0} (conjunto dos indices das restri¢oes de
desigualdade ativas em Z);

e Gy = {d € R" : Vg;(#)Td < 0 para todo 0 i € I} (conjunto das diregdes
admissiveis para g em T);
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e Hy:={deR":Vh;(z)Td =0 para todo 0 i =1,...,1} (conjunto das di-
recOes tangentes as restrigoes de igualdade em ).

E facil de constatar que os conjuntos Fy, Gy e Hy sao cones convexos.

Definicao 4.3. Um conjunto C C R™ diz-se um cone se para todo o x € C
tivermos ax € C para todo o a > 0.

Exercicio 4.4. Mostre que Fy é um cone convexo, i.e., Fy é um cone e Fy é
um conjunto convexo.

Grosso modo, o préximo teorema afirma que se um ponto T é minimizante
local do problema (Ppys), entdo nao existe nenhuma diregao d que seja descen-
dente (i.e., tal que f(Z 4 ed) < f(Z) para € > 0 pequeno) e, simultaneamente,
seja uma diregdo admissivel (i.e., tal que g;(Z + ed) < ¢;(Z) = 0 para todo o
i € I e h(Z 4+ ed) = 0), o que, intuitivamente, faz todo o sentido. Observar, no
entanto, que a condi¢ao do Teorema 4.5 é algo mais fraca do que esta explicagao
intuitiva: com efeito, é possivel haver direcoes descendentes d para as quais
V(@) Td=0e/ou Vg( )Td = 0.

Teorema 4.5. Seja T um minimizante local de (Ppyr). Se os vetores gradientes
Vhi(Z),i=1,...,1, sdo linearmente independentes, entio Fy N Gy N Hy = 0.

Demonstragdo. Seja A = Vh(Z) € R*™. Por hipétese, A tem caracteristica de
linha completa e, por conseguinte, as suas colunas podem ser permutadas (assim
como as respetivas componentes de Z) de tal modo que A = [B|N] e Z = (7; 2),
com B nao singular. Tomemos z numa vizinhanga suficientemente préxima
de z. Entéao, pelo teorema da funcao implicita (Teorema 4.2), existe s(z) tal
que h(s(z),z) = 0. Suponhamos que d € Fy N Gg N Hy com d = (¢;p). Entao
0 = Ad = Bq+Np, pelo que ¢ = —B~1Np. Seja z(0) = z+0p, y(0) = s (2(0)) =
s(z+0p) e x(0) = (y(0), z(6)). Vamos obter uma contradi¢ao mostrando que d
é uma dire¢do admissivel descendente, i.e., para 6 > 0 suficientemente pequeno,
z(0) é admissivel e f (z(0)) < f(Z). Para mostrar a admissibilidade de x(6),
notamos que para 6 > 0 suficientemente pequeno, resulta do teorema da fungao
implicita que h (z(6)) = h (s (2(0)), z(#)) = 0. Além disso, temos que

Ohi ((6))
0= ol
i [ah 0))2(0))  Oouls ] RS [ 6)).2(6) 924(6)
1 6yk el 8zk 89
(4.1)
para todooi=1,...,l. Seja rg : M e relembremos que 3Z’°(9) =pi. O

sistema de [ equagoes (4.1) pode entao ser reescrito como 0 = Br + Np7 ou seja,
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r = —B~!Np = q. Por conseguinte, dzc,zge) =dy parak=1,...,n. ParaicI,
_ dgi (z(¢
0. @(®) = 0@ +0 DO jg10,00)
=0
— dg; (x(9)) dzk(9)
2" om a6 |, " 0ea®
k=1
=0Vg; ()" d+ 0] (0),
onde a;(#) — 0 & medida que § — 0. Concluimos que g; (z(0)) < 0,i=1,...,m,

para 6 > 0 suficientemente pequeno e, por conseguinte, () é admissivel para
todo o € > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado,

f(@(0)) = (@) + 0V (@) d+|0]a(6) < f(2)

para 6 > 0 suficientemente pequeno, o que contradiz o facto de Z ser minimizante
local. A contradicdo vem de termos assumido a existéncia de um d € Fy NGy N
Hy, pelo que o teorema estd demonstrado. O

No caso particular em que h é uma funcao linear, obtemos do Teorema 4.5
o seguinte resultado.

Corolério 4.6. Seja h uma funcgdo linear, i.e., h(z) = Az —b com A € R™X" ¢
be R, ez um minimizante local de (Ppar). Se A tem caracteristica de linha
completa, entao Fo NGy N Hy = 0.

O Corolério 4.6 é uma conclusao imediata e trivial do Teorema 4.5. No
entanto, como vimos, a demonstracao do Teorema 4.5 com h nao linear estd
longe de ser simples, envolvendo em particular o teorema da fungao implicita.
Contudo, a demonstragao do Teorema 4.5 para o caso em que h € linear é muito
simples, nao necessitando de se recorrer ao teorema da funcao implicita.

Exercicio 4.7. Demonstre o Corolario 4.6 diretamente. Sugestao: para h(z) =
Az — b tem-se Vh;(Z) = A;, ie., Hy = {d : Ad = 0}; suponha que d €
Fy N Gg N Hy e mostre para todo o A > 0 suficientemente pequeno se tem
T+ Ad € Acom f(ZT+ Ad) < f(Z), contradizendo o facto de T ser minimizante
local de (Ppay).

O nosso objetivo consiste em reformular a condigao necessaria geométrica
acabada de demonstrar (Fop N Go N Hy = () em condigbes necessdrias algébricas,
isto é, “algoritmicas”, em termos dos gradientes da fungao objetivo e das fungoes
que definem as restrigdes do problema (ver Seccao 4.4). O veiculo que tornard
tal possivel envolve a teoria de separagao de conjuntos convexos.
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4.3 Separacao de conjuntos convexos

Comegamos por relembrar o conceito em geometria de hiperplano e dos seus
semi-espacos associados.

Definigao 4.8. Dados um vetor p de R™ ndo-nulo e a € R, definimos o hi-
perplano H := {x € R" : pTx = a}. O hiperplano H divide o espago em dois
semi-espagos: HY :={x e R" : pTax >a} e H == {z € R" : pTo < a}.

Vérios conceitos de separagao de conjuntos sao possiveis.

Definicao 4.9 (separacgdo e separacao prépria). Sejam S e T dois conjuntos
ndo vazios de R™. Diz-se que o hiperplano H = {x € R" : pTz = o} separa S
eT sepTa > a para todo o x € S e p"x < a para todo o x € T, i.e., S C H
eT C H™. Se, além disso, SUT ¢ H, entao dizemos que H separa S e T no
sentido préprio (separagdo prépria).

Definigao 4.10 (separagio estrita). Sejam S e T dois conjuntos ndo vazios de
R™. Diz-se que o hiperplano H = {x € R" : pT'x = a} separa estritamente S e
T se pTx > o para todo o x € S e pTx < o para todo o x € T.

Definicao 4.11 (separagao forte). Sejam S e T dois conjuntos nao vazios de
R™. Diz-se que o hiperplano H = {x € R" : pTx = a} separa fortemente S e T
se, para algum € > 0, pYz > a+ec > a paratodo ox € S ep’z <a—e<a
para todo o x € T.

Observagao 4.12. Resulta de imediato das defini¢coes dadas que separagao forte
implica separacgdo estrita e separacao estrita implica separacao.

O nosso primeiro resultado, desta seccao de separagao de conjuntos convexos,
afirma que se S for um conjunto nao vazio, fechado e convexo de R" e y for um
ponto nao pertencente a S, entao existe um tnico ponto em S a distancia minima
de y. Além disso, obtemos uma caracterizacdo desse ponto. A demonstragao
deste nosso resultado (Teorema 4.14) faz uso da desigualdade triangular em R™,
que relembramos aqui.

Proposicao 4.13 (desigualdade triangular). Em R™, tem-se
Iz +yll < [lz]| + [yl

qualquer que sejam x,y € R™, havendo igualdade se, e somente se, x ey forem
linearmente dependentes.

Teorema 4.14. Seja S wm conjunto ndo vazio, fechado e convero de R™ e
y ¢ S. Entdo, existe um unico ponto T € S ¢ distancia minima dey. Além disso,
T €S € o ponto a distdncia minima de y se, e somente se, (y —z)T (x — %) <0
para todo o x € S.
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Demonstra¢do. Seja & um ponto arbitrario de S e definamos
S:=8n{z eR": |z —yll <[z -y}

Por definicdo, S é um conjunto compacto de R™. Seja f(z) = ||z — y|. Entao,
pelo teorema de Weierstrass (Teorema 1.23), f atinge o seu minimo sobre o
conjunto S num determinado ponto Z € S. Note-se que Z # y. Para mostramos
a unicidade de tal ponto T, suponhamos que existe ' € S para o qual

f@) =ly-2|=ly-2l = fi)=d

Usando o facto de S ser um conjunto convexo, sabemos que 3 (Z +1’) € S.
Resulta da desigualdade triangular (Proposigéo 4.13) que

1,_ NI 1_ 1 I (! _ 1 ,
lv- 3+ ‘sz Sy ~ 502+ 50-2
5 Hy*l’H +5 Hy —a||=d.
Notar que se a desigualdade ||y —s(z+ 1) H < d anterior se verificar de modo

estrito, entao temos uma contradlgao Isto significa que temos obrigatoriamente
de ter igualdade e, pela Proposicao 4.13, concluimos que os vetores y —Z e y — x’
sao linearmente dependentes, i.e., existe A para o qual y — Z = A(y — 2’). Uma
vez que ||y — Z|| = |ly — 2'|| = d, resulta que [\| =1 & XA = £1. Se A = —1,
entdo y = %(;E—l—x') € S, contradizendo o facto de y ¢ S. Por conseguinte, A = 1,
ou seja, ¥’ = T, o que demonstra a unicidade de Z. Resta-nos agora demonstrar
que & ¢ o minimizante de f(z) = ||z — y|| se, e somente se, (y — z)"(xz — &) <0
para todo o x € S.

(<) Se (y — z)T(x — z) < 0 para todo o = € S, entdo

lz —yl” = ll(z —2) = (v = DI = llz — 2l|* + ly - 2|” — 2(z — )" (y — 2)
= Iz -2l + |z - ylI* = 2(y - D) (z — @) > |z —yl|*, VweS,
ou seja, T é o minimizante de f(z) = ||z — y|| em S.
(=) Seja Z o minimizante de f(z) = |z —y| em S. Para todo o z € S,
Az + (1 — X\)Z € S para todo o A € [0,1] (S é convexo). Além disso, sabemos
que f(Az+(1-N)z) = Az + (1 = N7 —y|| > ||z — y|| = f(Z) ( é minimizante
de f). Como consequéncia,
- 2 - 2
Iz = ylI” < |xe + (1 =Nz -y = [Az - 2) + (@ - y)|
=Nz —z|* + 2Mz - )" (@ — y) + ||z — yII”
ou, o que é equivalente,
Mz —z|* > 20y — 2)" (z — 7). (4.2)
A desigualdade (4.2) implica que (y—Z)7 (z —Z) < 0 para todo o = € S uma vez

que se isto nao fosse verdade, entéo a expressao (4.2) seria invalidada escolhendo
A > 0 suficientemente pequeno. O
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Com a ajuda do Teorema 4.14, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.15. Seja S um conjunto nao vazio, fechado e convexo de R™ e y
um ponto nao pertencente a S (y ¢ S). Entao, existem p # 0 e «, que definem
o hiperplano H = {x € R" : pTax = a} que separa S de {y} no sentido forte.

Demonstra¢do. Seja T € S o ponto que minimiza a distancia de y ao conjunto S,
ponto este que sabemos, pelo Teorema 4.14, existir de maneira tnica. Definamos

) 1 ) 1 L1 .
pi=y—3, a= (-0 y+3), e=; ly —z|* = 5w =27y - 7).

Obviamente, T # y, pelo que p # 0. Para todo o = € S, sabemos do Teo-
rema 4.14 que

(r—2) ' (y—2) <02 (y—2) <z’ (y—2)ca’p<al(y—z)+e—e. (4.3)

Usando a defini¢ao de e, podemos escrever (4.3) na forma

| _
p<aly - a4 Sy-2)"(y-7) —¢
_ o1 N - _
=ty -4 y-2) -3 (y-2)] ¢
(4.4)
= - +1T —lTﬂc—le —l—lex—E
z" Y 'z 2y Y 2y B Yy 9
1 1
= —iijz + iny —€
Atendendo a que
1 _ _ 1 _ _ _
a=c-2)"(y+1) =75 [ (y+2)-3"(y+7)]
1 1 1
=5 Wytyz-aly-a"z) = Syly - ja'a,
resulta de (4.4) que p”x < a — ¢ para todo o = € S. Por outro lado,
1 _ o1 _ _ 1 _ _ _ _
ate =S (y=2)" (y+2)+5 -2 (y-2) = S=-2)" (y+2+y—2) = (y=2)"y,

pelo que pT'y = (y — :Tc)T y = a+¢, estabelecendo-se o resultado pretendido. [

Resultam de imediato os seguintes corolarios.

Corolario 4.16. Se S é um conjunto fechado e convexo de R™, entao S € a
interseccao de todos 0s semi-espacos que o contém.

Corolario 4.17. Seja S CR™ e C a intersec¢do de todos os semi-espagos que
contém S. Entao C' € o menor conjunto fechado e convexo que contém S.
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O proximo resultado de separacao de dois conjuntos é demonstrado recor-
rendo ao Teorema 4.15.

Teorema 4.18. Sejam S1 e Sy dois conjuntos de R™ nao vazios, disjuntos,
fechados e convexos, com Sy limitado. Entdo, S1 e Sy podem ser separados, no
sentido forte, por um hiperplano.

Demonstragio. Seja T := {x € R" :z =y — 2z, onde y € S1,z € S2}. Podemos
facilmente demonstrar que 7' é um conjunto convexo. Para isso, consideremos
x1,x9 € T arbitrarios. Entdo, 1 = y1 — 21 € 3 = Yo — 29 com y1,ys € Sy €
21,29 € So. Mostrar que T' é convexo consiste, por definicdo, mostrar que

Ari+(1=N)ze = AMy1—21)+(1=A)(y2—22) = Ay1 +(1=N)y2—[Az1 + (1 — N) 2]

pertence a T' qualquer que seja o A € [0,1]. Tal é verdade, por definicao de T,
pois Ay + (1 — N)y2 € S1 (51 é convexo) e Az; + (1 — X)z2 € S2 (S2 é convexo).
Além de convexo, T é também um conjunto fechado. Para demonstrarmos
este facto, seja {xl}j':olo uma sucessao de elementos de T e suponhamos que
T = lim; , 400 ;- Entao, para todo o i € N, z; = y; — z; com y; € S e
z; € Sa. Pelo Teorema de Weierstrass para sucessoes (Teorema 1.22), existe uma
subsucessdo de {y;}:1° que converge para um ponto g € Sy (S; é um conjunto
fechado e limitado). Entdo, para essa subsucessdo, z; = y; — x; — § — T, de
modo que z = §—Z é o ponto limite (ponto de acumulagao) da sucessio {z; }.2°7.
Uma vez que Sy é também um conjunto fechado, z € S5 e, por conseguinte,
T =4y — z € T, demonstrando-se assim que 7" é um conjunto fechado. Vamos
agora aplicar o Teorema 4.15 ao nosso conjunto 7' que, como sabemos, é um
conjunto nao vazio, fechado e convexo de R™. Por hipdtese, S1 N Sy = 0 (S
e Sy sdo disjuntos), pelo que 0 ¢ T. Segue-se do Teorema 4.15 que existe um
hiperplano H = {z € R" : pTz = a} tal que p’z > a para todo o z € T
e p'0 < @ & a > 0. Por conseguinte, p’x > 0. Sejay € S; e z € Ss.
Entdo, * = y — z € T e portanto pT'(y — 2) > @ > 0 para todo o y € S; e
z € S5. Seja ay := inf {pTy ty € Sl} e ag 1= sup {pTz 1z € Sg}. Notar que
0 < @ < aj — as. Definimos agora « := % (a1 +az) ee:= %07 > 0. Entao,

T 1 1 1
Py >aq = §(a1 +a2)+§(a1foz2) 2atga=ate
e . . X
plz<ay= 5(0&14’0&2)75(0417042) Sa—ic_y:afs
para todo o y € S1 e z € So, ou seja, S1 e Se sdo separaveis no sentido forte da
Definicao 4.11. O

Vamos agora formular e demonstrar o chamado lema de Farkas, original-
mente demonstrado pelo matemdtico hingaro Gyula Farkas (1847-1930). O
lema de Farkas é o resultado principal de dualidade da programagao linear e tem
um papel central no desenvolvimento da otimizacao/programacao matemética:
como veremos, é usado na demonstracao do teorema de Fritz John, um dos
resultados principais da programacgao nao linear e do nosso curso.
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Teorema 4.19 (Lema de Farkas). Dada uma matriz A € R™*™ e um vetor
c € R”, exatamente um dos sequintes dois sistemas tem uma solugdo:

(i) Az <0, Tz > 0;

(ii) ATy =c, y>0.

Demonstracdo. Comegamos por notar que nao é possivel ambos os sistemas
terem simultaneamente uma solugao, uma vez que isso implicaria ter

0< ch:yTAx <0,

o que seria uma contradigdo. Logo, ou (i) ou (ii) tem solugdo, mas nao am-
bos. Notamos agora que para o resultado ficar demonstrado basta mostrar
que se (ii) ndo tem solugdo, entdo (i) tem solugdo, pois isso equivale, pelo
modus tollens da l6gica matemética, a afirmar que se (i) ndo tem solugao,
entdo (ii) tem. Suponhamos entdo que o sistema (ii) ndo tem solugdo. Seja
S = {x € R":x = ATy para algum y > O}. Entao, ¢ ¢ S. E f4cil de ver que
S é um conjunto convexo: se x1 € S e x9 € S, entdo z1 = ATy, e x9 = ATy,
com ¥1,y2 > 0, pelo que

Az1+ (1= N)zo = A (ATyr) + (1= A) (ATyo) = AT Dys + (1 — N)ys]

pertence a S para todo o A € [0,1], pois y = Ay1 + (1 — A)y2 > 0. Além de
convexo, S é também um conjunto fechado. Por conseguinte, existem p e «
que definem um hiperplano que separa S e {c} no sentido forte (Teorema 4.18),
pelo que podemos afirmar que p’c > a e pT (ATy) = (Ap)T y < « para todo o
y > 0. Se (Ap), > 0 para algum i, entdo poderemos escolher y; suficientemente

grande de tal modo que (Ap)T y > «, o que é uma contradicao. Concluimos
que Ap < 0. Tomando y = 0, temos que o > 0 e, por isso, ¢/'p > 0 e p é uma
solugao de (i). O

O resultado chave para demonstrarmos o tao almejado teorema de Fritz John
é o seguinte corolario do Lema de Farkas.

Corolario 4.20 (Coroldrio do Lema de Farkas). Sejam A, B e H matrizes de
dimensées apropriadas. Se o sistema

Az <0, Bx<0 e Hz=0 (i)
nao tem solugao, entdo o sistema
ATu+B"w+H™w =0, uv>0, w>0, efu=1 (i)

tem solugao, onde e = (1,...,1).
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Demonstrag¢ao. Suponhamos que (i) ndo tem solucdo. Entdo, o sistema

Ar+ef <0, 0>0
Bx <0
Hx <0
—Hx <0

nao tem solugdo. Este ultimo sistema pode ser rescrito na forma

A

SO o0

B
H
—-H

Do Lema de Farkas (Teorema 4.19), sabemos que existe y = (u7w, vl,v2) >0

tal que

A " fu 0 U 0
B 0 wil_i] o AT BT HT -—HT qw ] _|: (4.5)
H 0 ol I I el 0 0 0 o' T o ’
—-H 0 1)2 1 112 1
O sistema (4.5) pode ser reescrito como
ATy + BTw+ H (v' —0?) =0, eTu=1.
A demonstracao fica completa fazendo v = v! — v2. O

4.4 Condicoes necessarias algébricas

As condigoes de Fritz John (ou, abreviadamente, condi¢oes F.J) sdo as condigoes
necessarias de otimalidade fundamentais para a solugao de um problema de pro-
gramagao nao linear, sendo demonstradas por intermédio do Coroléario do Lema
de Farkas (do Coroldrio 4.20). As condicoes de Fritz John foram demonstradas
em 1948 pelo matemdtico alemao Fritz John (1910-1994). Elas sdo também
usadas, como veremos, na demonstracao das condigoes necessarias de Karush—
Kuhn—Tucker.

Teorema 4.21 (condigOes necessdrias de Fritz John). Sejam f : R® — R,
g:R*" - R™ e h: R* - R funcgées diferencidveis e T admissivel para o
problema de programagao matemdtica
min f(x)
sujeito a  g(x) <0,
h(z) =0,
x € X CR" aberto,
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isto €, g(Z) <0, h(Z) =0 ez € X. Se T é um minimizante local de (P), entdo
existem multiplicadores (ug,u,v) € R tais que:

m l
=1 =1
ug,u > 0, (4.7)
(u()v u, U) 7é 07 (48)
’U,igi(i‘) =0, 2=1,....,m. (49)

Demonstragdo. Se os vetores Vh;(Z) forem linearmente dependentes, entao existe
v # 0 tal que v VA(Z) = 0. O resultado fica demonstrado com (ug,u) = 0:
todas as condigoes (4.6)—(4.9) sao satisfeitas. Suponhamos agora que os veto-
res Vh;(Z) sdo linearmente independentes. Entdo, podemos aplicar a condigao
necessarias geométrica (Teorema 4.5): se Z é um minimizante local de (P) e
os vetores gradientes Vh;(Z), i =1,...,1, sdo linearmente independentes, entao
FoNGoNHy = (). Vamos assumir, sem perda de generalidade, que I = {1,...,p}.
Seja

Vi@)"® T
_ Vhi(z
Vgl(x)T 1( )
= . R H = :
. Vhi(z)T
Vgp(aj)T l( )
Entao, nao existe nenhum d solugao de Ad < 0 e Hd = 0. Resulta do Co-
rolério 4.20 do Lema de Farkas, com B = 0, que existem (ug,u1,...up) €
(v1,...,v;) tais que
P 1
uoVF(#) + Y uVgi(@) + Y viVhi(z) =0 (4.10)
i=1 i=i
com (ug,u1,...,up) >0 e up+us + -+ u, = 1. Definamos
Uppl = =+ = Up = 0. (4.11)

Entéo, (ug,u) > 0, (ug,u) # 0 e, para cada i, ou ¢;(Z) = 0 (quando i € I) ou
u; = 0 (quando ¢ ¢ I). Finalmente, vem de (4.10) e (4.11) que

m l
ugVf(Z) + > uiVgi(Z) + > v Vhi(z) =0,
=1 =1

o que demonstra o resultado pretendido. O

Observagao 4.22. As condigoes necessdarias dadas pelo Teorema 4.21 de Fritz
John tém nomes na literatura: (4.6) € conhecida como condicao de estacionari-
edade; (4.7) como as condigoes de nao negatividade; (4.8) € a condicao de nao
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trivialidade; e (4.9) as chamadas condigoes de complementaridade. A condi¢do
de estacionariedade (4.6) pode ser reescrita na forma equivalente

uoV f(Z) + Vg(z)Tu+ Vh(z)Tv =0

ou, se introduzirmos a funcdo de Lagrange L(z) := uof(x) +ul g(x) + vTh(z),
como VL(Z) = 0.

As condigoes de Karush—Kuhn—Tucker, também conhecidas como condigoes
KKT, sao, tal como as condigoes de Fritz John, condicoes de otimalidade de
primeira ordem. Ao contrario das condigoes de Fritz John, as condigoes KKT
sao apenas validas sob certas hipéteses, chamadas na literatura de restricdes
de qualificagdo (um assunto a ser discutido com mais detalhe na Secgao 4.7).
As condigoes KKT generalizam o método dos multiplicadores de Lagrange que
permite, como sabemos, apenas lidar com problemas de otimizacao sujeitos a
restrigoes de igualdade. As condi¢oes KKT foram originalmente publicadas em
1951, estando associadas aos matematicos norte-americanos William Karush
(1917-1997) e Harold W. Kuhn (1925-2014) e ao matemdtico canadiano Albert
W. Tucker (1905-1995).

Teorema 4.23 (condi¢des necessarias de Karush-Kuhn-Tucker). Considere-
mos o problema de programacao matemdtica

min f(x)
sujeito a  g(x) <0,
h(z) =0,
xz € X CR" aberto,

onde f :R" =+ R, g: R® = R™ eh: R" — R sdo funcédes diferencidveis. Seja T
admisstvel para (P), i.e., g(Z) <0, h(Z) =0ez € X, e sejal = {i: g;(T) =0}.
Suponhamos que o conjunto dos vetores Vhi(Z), i = 1,...,1, e Vg;(Z), i € I,
é um conjunto linearmente independente. Se T é um minimizante local de (P),
entdo existem multiplicadores (u,v) € R™*! tais que:

V(@) + V@) Tu+ Vh(z)Tv =0, (4.12)
u >0, (4.13)
u;gi(Z) =0, i=1,...,m. (4.14)

Demonstra¢do. Seja T minimizante local de (P). Entdo, Z tem de satisfazer,
obrigatoriamente, as condicoes necessarias de Fritz John. Se ug > 0, podemos
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dividir as condigdes (4.6)—(4.9) por ug, obtendo que

m l
U; _ (% _
GEDY ;ngi(x) +y ;OVhi(x) =0,
i=1 i=1
1>0, — >0,
Uug

Caso contrario, isto é, se ug = 0, entao

l
=1

iel

e, por conseguinte, os gradientes acima sao linearmente dependentes. Isto con-
tradiz a hipdtese do teorema, pelo que ug # 0. O

Observagao 4.24. De modo semelhante as designagoes dadas as condigcoes do
Teorema de Fritz John, chamamos (4.12) de condigdo de estacionaridade; (4.13)
de condi¢do de nao negatividade; e (4.14) de condigées de complementaridade
do Teorema de Karush—Kuhn—Tucker.

Observacgao 4.25. As condigoes de otimalidade do Teorema 4.23 sao um caso
particular das do Teorema 4.21 onde ug = 1. A hipdtese do Teorema 4.23
de que o conjunto dos vetores Vh;i(z), i = 1,...,l, e Vg;i(z), ¢ € I, € um
conjunto linearmente independente, elimina a possibilidade de ug = 0. Reparar,
no entanto, que esta hipcotese apenas pode ser verificada se conhecermos .

Definicao 4.26 (minimizantes anormais e normais). Um minimizante T do
problema de programagao matemdtica (P) que satisfaz as condi¢des necessdrias
de Fritz John (que satisfaz o Teorema 4.21) com ug = 0 diz-se wm minimizante

anormal; caso contrdrio (i.e., se ug # 0), dizemos que T é wum minimizante
normal.

Resulta da Definicao 4.26 que enquanto o Teorema de FJ cobre todos os
possiveis minimizantes de um problema de programacao matemaética, quer sejam
anormais ou normais, o Teorema de KKT apenas cobre o chamado caso normal:
a hip6tese adicional de que o conjunto dos vetores Vh;(Z), i =1,...,1, e Vg;(Z),
1 € I, é um conjunto linearmente independente, elimina a possibilidade de T ser
minimizante anormal. Significa isto que se um dado problema tiver uma solugao
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anormal ela apenas poderd ser identificada por intermédio do Teorema de Fritz
John. Dada a importancia dos Teoremas de FJ e KKT, que sao, sem sombra de
duvida, os resultados centrais da Programagao Matematica, seguem-se varios
exemplos resolvidos de aplicagao destes dois teoremas.

Exemplo 4.27 (n =3, m =0, [ = 2). Consideremos o problema
f(z) — min,
hi(z) =0,
ha(z) =0,
com z € X = R3,
22
f(x) = f(z1,22,23) = 73 — T1T2,
hi(z) = af +x9 — 1,
ho(x) = o1 + 25 — 1.
Definindo a funcéo de Lagrange L£(x) := ug f(z)+v1h1(x)+v2ha(z), as condigdes
necessdrias do teorema de Fritz John (Teorema 4.21) afirmam que
VL(z)=0,
ug > 0,
(ug,v1,v2) # 0.

Desenvolvendo a condicao de estacionariedade VL(z) = 0, obtemos
—Uupx2 + 2U1$1 + vg = 0,
—upxr1 +v1 +0=0, (4.15)
upxry + 04+ v = 0.

Comecemos por analisar a possibilidade de ocorréncia do caso anormal, fazendo
ug = 0: nesse caso (4.15) reduz-se a

2uiz1 + v =0,
vy =0,
Vg = 0,

o que é impossivel devido a condigdo de néo trivialidade (ug,v1,v2) # 0. Con-
cluimos que o problema nao tem minimizantes anormais e podemos, por isso,
fixar up = 1. Os candidatos a minimizantes (os pontos criticos, solugdo das
condigoes necessdrias de otimalidade de primeira ordem) sao entéo obtidos resol-
vendo o seguinte sistema de cinco equagoes nas cinco incégnitas x1, xo, T3, v1, Va:

—T9 + 20121 + vg = 0,

—xr1 +v1 = 0,

x3 + v =0, (416)
23+ a9 —1=0,

r1+23—1=0.
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Notar que as primeiras trés equagoes correspondem as condigoes de estacionari-
edade e as duas tltimas sdo as restrigdes hi(x) = 0 e ha(z) = 0 do problema. O
sistema (4.16) pode ser facilmente resolvido & mao ou através de um qualquer
sistema de computagao algébrica. Vamos aqui resolvé-lo usando o Maple:

eql = x_2 + 2 *xv_1 *x_1+ v_2=0:
eq2 = -x_1 + v_1 =0:

eqd3 = x_3 +v_2 =0:

eq4d = x_1"2 + x 2 -1 =0:

egb :=x_1 +x3-1=0:
solve({eql, eq2, eq3, eqg4, eqb}, {x_1, x_ 2, x_3, v_1, v_2});

{1‘1:—1,]}2:0,%‘3:2, 1}1:—1,’02:—2},

2 5 1 2 1
T1 = —. Lo = —. Fa—=—. V1 = —. Vg — —— 5.
1 37 2 97 3 33 1 3; 2 3

Temos entao dois pontos criticos, sendo que claramente o primeiro é candidato
a maximizante e o segundo a minimizante:

£(=1,0,2) =2, f(2 5 1> 17

3'9'3) 7 54

A mesma conclusdo se obtém se, em vez de recorrermos ao teorema de Fritz
John, recorrermos ao teorema de Karush-Kuhn-Tucker (Teorema 4.23). Com
efeito, reparamos que a hipétese do Teorema 4.23, de que o conjunto formado
pelos vetores Vhi(Z) e Vha(Z) é um conjunto linearmente independente, é sa-
tisfeita para ambos os pontos criticos & = (—1,0,2) e & = (%, %, %), j& que os
vetores

271 1

Vhi(z)=| 1 e Vhy(z)= |0

0 1

sao linearmente independentes.
Ao contrario do exemplo anterior, vamos ver agora alguns problemas anor-
mais que, como tal, nao sao cobertos pelo teorema de Karush—Kuhn—Tucker.

Tais exemplos mostram claramente que o teorema de Fritz John é mais geral do
que o de Karush—-Kuhn—Tucker.

Exemplo 4.28 (n =2, m =0, [ = 1). Consideramos agora em R? o problema
z? +y* — min,
2 —y? =0.

Neste caso temos f(x,y) = 22 + y? e h(z,y) = 2% — y?, pelo que a funcio
de Lagrange é dada por L(z,y) = ug (2% + y*) + v (2% —y?). A condigao de
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estacionaridade do Teorema de Fritz John afirma que

2ugx + 2vr = 0,

VL(z,y)=0&
(@) {Quoy—va:O.

Comecamos por estudar o caso anormal fazendo ug = 0: a condigao de estacio-
naridade reduz-se entao a

2vx = 0,

—2vy =0,

o que implica, ja que pela condicao de nao trivialidade v # 0, que x =0 e y = 0.
Como (0,0) satisfaz a restrigdo do problema h(z,y) = 0, concluimos que (0, 0)
é um ponto critico anormal do problema. Na verdade, ele é minimizante global
(anormal) uma vez que f(x,y) > 0 para todo o (z,y) € R? e f(0,0) = 0.

Vamos averiguar se existem mais pontos criticos, estudando agora o caso
normal, isto é, fixando ug = 1. Para isso temos de resolver o seguinte sistema
de trés equagodes a trés incognitas:

2x + 2vx = 0, z(1+4+wv) =0,

2y —2vy =0, < qy(l—v)=0,

2 —y? =0, 2?2 = g2
As duas primeiras equagoes afirmam, respetivamente, que z = 0 ouv = —1 e
que y = 0 ou v = 1. Existem assim quatro situacoes a estudar: (i) se z = 0,
entdo vem da terceira equacao que y = 0; (ii) se v = —1, entdo da segunda

equacgdo y = 0 e, da terceira, x = 0; (iii) se y = 0, entdo vem da terceira
equagdo que z = 0; (iv) se v = 1, entdo da primeira equacdo z = 0 e, da
terceira, y = 0. Apds este estudo de todas as possibilidades, concluimos que
nao existem mais pontos criticos além do (0,0). Reparar que o minimizante do
nosso problema, isto é, (Z,7) = (0,0), que sabemos ser anormal, ndo satisfaz
a hipdtese do teorema de Karush—Kuhn—Tucker, uma vez que neste exemplo
o conjunto dos vetores Vh;(Z), i = 1,...,1, e Vg;(Z), i € I, que aparece na
hip6tese do Teorema 4.23 de KKT, é um conjunto formado apenas pelo vetor
nulo Vh(Z,§) = (2Z,—-27) = (0,0) que, por definigdo, ndo é um conjunto li-
nearmente independente (relembramos que um conjunto unitério é linearmente
independente apenas se o seu Unico elemento néao for o vetor nulo).

Exemplo 4.29 (n =2, m =0, = 1). Consideremos o problema de otimizagao
x? 4 9% — min,
(y—1)3 — 22 =0.

A funcéo de Lagrange é dada por L(x,y) = ug(z? +y%) +v [(y — 1)® — 2?], pelo
que a condicao de estacionaridade de FJ afirma que

2upx — 2vx =0,

4.17
2upy + 3v(y — 1)2 = 0. (4.17)

VL(z,y) =0< {



Programagao Matemaética 69

Comecemos por estudar o caso anormal, i.e., fixemos uy = 0: a condigao de
ndo trivialidade afirma que v # 0, pelo que concluimos de (4.17) que z = 0 e
y = 1. Existe entdo um ponto critico anormal: (Z,y) = (0,1). Continuemos
a andlise do problema a luz das condigoes necessaria de FJ, estudando agora
o caso normal ug = 1 e averiguando se existem, ou nao, mais pontos criticos.
Para ug = 1, obtemos de (4.17) e da restricdo do problema que

2z — 2vx =0, (1 —wv) =0,
2y +3v(y—1)2=0, < <2y+3v(y—1)2=0, (4.18)
(y—1)3 —22=0, 2?2 = (y—1)3.

Da primeira equacao, temos duas situagoes a estudar: =0 ou v = 1.
(i) Se 2 = 0, entdao obtemos o sistema
2y + 3v(y — 1)2 =0,
{(y -1 =0,
que é um sistema impossivel.
(ii) Se v = 1, entdao obtemos de (4.18) o sistema

2y +3(y —1)2 =0,
x2 = (y - 1)33

que é também um sistema impossivel em R2, j& que a equacdo de segundo grau
2y+3(y—1)% = 0 & 3y?—4y-+3 = 0 nio tem raizes reais. Concluimos que nio hé
pontos criticos normais e o minimizante, a existir, serd anormal e igual a (0, 1).
De modo semelhante ao Exemplo 4.28, também para este problema nao podemos
aplicar o Teorema 4.23 de KKT uma vez que Vh(z,y) = (—21:,3(y - 1)2)7 0
que em (Z,7) = (0,1) nos dé o vetor nulo: Vh(0,1) = (0,0).

Vamos agora analisar um problema muito simples de otimizacao em que
existem infinitos pontos criticos, todos eles anormais, todos eles nao possiveis de
identificar via condigoes de KKT (a hipétese do Teorema 4.23 nao é satisfeita).

Exemplo 4.30 (n =2, m =0, ] = 1). Considere-se o problema
T — min,
22 +siny =0
para (z,y) € R%. A condicio de estacionaridade VL(z,y) = 0, com
L(z,y) =uoz +v (x2 + sin? y) ,
afirma que

2 =
{uo—i— vx = 0, (4.19)

2usiny cosy = 0.
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E facil de ver que nao hd minimizantes normais: para ug = 1 (o caso considerado
por Karush-Kuhn-Tucker), obtemos de (4.19), e da restricao a2 + sin?y =0 do
problema, o sistema

14 2vx =0,

2usinycosy = 0,

22 +siny = 0,
que é claramente impossivel pois 2 + sin?y = 0 < = 0 Asiny = 0, o que
reduz a primeira equacao do sistema a 1 = 0. Nao hé, por conseguinte, pontos
criticos normais. Estudemos agora o caso anormal em que ug = 0. O sistema
de otimalidade a resolver é

2vx =0,

2usinycosy = 0,

22 +siny = 0,
que é um sistema possivel, com solugoes da forma (z,y) = (0, kn), k € Z. Note-

-se que os pontos criticos (Z,7) = (0,kn), k € Z, ndo satisfazem a hipétese do
teorema de KKT uma vez que VAi(0, kr) = (0,0).

Vejamos agora também alguns problemas com restrigoes de desigualdade.
Exemplo 4.31 (n = 2, m = 2, | = 0). Determine a solu¢ao do seguinte
problema de programagao matemaética:

—x1 — min,
(1‘1 — 1)3 +562 S O7
—ZX2 S 0.
A funcao de Lagrange de FJ é dada por
L(zy,22) = —ugzy +uy [(z1 — 1) + 22] — uows
e as condigoes a analisar sao:
—Uug + 3U1($1 — 1)2 =0,
up — ug =0,
up >0, up >0, ug >0,
(Uo, Uut, UQ) 7& 07

u [(331 _ 1)3 4 wﬂ —0, (4.20)
—ugxe =0,
(r1 — 1) + 25 <0,
—x9 < 0.

As condicoes de complementaridade [(xl —1)3 + acg] =0 e ugxe = 0 geram,
a priori, quatro casos a estudar: u; = 0 ou (1 — 1)3 +x2 =0; up =0 ouze =0;
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o que conjugado com os casos anormal/normal nos conduz a um total de oito
situacoes a analisar, que estudaremos sistematicamente.

(i) wo = 0, u1 = 0, ug = 0: este caso viola a condigdo de ndo trivialidade
(up, u1,usz) # 0, pelo que nao ocorre.

(ii) up = 0, u1 = 0, 29 = 0: da condigao necessdria u; —us = 0 vem que ug = 0,
0 que nao é possivel pela condi¢ao de nao trivialidade.

(iii) o = 0, (v — 1)3 + 22 = 0, uz = 0: a condigdo u; — uz = 0 diz-nos que
u; = 0, o que viola a condigao de nao trivialidade. Esta situagao nao é possivel.

(iv) up =0, (z1 — 1) + 23 = 0, 73 = 0: as condigdes (4.20) reduzem-se a
Bup(zy —1)2 =0, wuy =up >0,

pelo que z; = 1. Concluimos que (Z1,Z2) = (1,0) é um ponto critico anormal.

(v) up = 1, ug = 0, uz = 0: a condigdo —ug + 3u;(z; — 1)? = 0 reduz-se a
—1 = 0, uma impossibilidade.

(vi) up =1, ug = 0, 2 = 0: tal como vimos em (v), ndo é possivel termos em
simultaneo ugp =1 e uy = 0, pois isso viola a condigdo —ug + 3uy(x1 — 1)2 =0.

(vii) ug = 1, (r1—1)34+22 = 0, ug = 0: a condigao necessaria u; —us = 0 implica
que u; = 0, violando-se assim a condi¢io necessdria —ug + 3up(x; — 1)% = 0.
Esta situagao nao é possivel.

(viii) ug = 1, (z1 — 1)3 + 29 = 0, 22 = 0: este caso é quivalente a ug = 1, x5 = 0
e z1 = 1, o que viola a condicdo necessaria —ug + 3ui(r; — 1)% = 0.

Da anélise feita concluimos que nao existem pontos criticos normais e que
se o problema tiver solugao, entdo o minimizante é anormal e igual a (1,0).

Vejamos agora um problema com m e [ ambos diferentes de zero (problema
com restri¢oes quer de desigualdade quer de igualdade).

Exemplo 4.32 (n = 2, m = 2, ] = 1). Considere-se o seguinte problema de
otimizagao:
- 2
min (xl + 225 + 4m1x2)

sujeito a
T1+ 32 =1,
€ > 07 T2 > 0.
Neste exemplo temos

f:x%+2x%—|—4x1x2,
g1 = —21,

g2 = —X2,
h=x14+x2—1,
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pelo que a fungao de Lagrange é dada por
L =g (l‘% + 2:17% + 4z1x2) —u1xy] — Uy + v (x; + 22 — 1).

Para determinarmos os pontos criticos, temos de analisar as seguintes condigoes,
em conformidade com o Teorema 4.21 de Fritz John:

2ug(z1 + 222) —u; +v =0,
dug(z1 4+ 22) —us + v =0,
up > 0, up >0, ug >0,
(ug,u1,us,v) # 0,
—uyz; =0, (4.21)
—ugxe =0,
T+ 10 =1,
1 >0,
xo > 0.

As condigoes de complementaridade dizem-nos que u; = 0 ou ;1 = 0 e que
ug = 0 ou zg = 0. Das quatro possibilidades que daqui decorrem, isto é, u; =0
eus =0; u1 =0exe =0; 21 =0 e uy = 0; e, por dltimo, 1 = 0 e 2 = 0;
atendendo a que x1 + o = 1, podemos reduzir tais quatro possibilidades a
apenas trés, a priori possiveis: (i) u1 =0, us =0 e 21 + 22 = 1; (ii) ug = 0,
1 =1exy =0; (ili) 21 =0, 22 = 1 e ug = 0. Temos de estudar estes trés
casos quer nas situacgoes anormal (ug = 0), quer na situagdo normal (ug = 1).
Comegamos com o caso anormal.

(a) up = 0, uy =0, uz = 0 e x1 + 22 = 1: da condigdo de ndo trivialidade
(ug,u1,us,v) # 0 concluimos que v # 0, o que contradiz as condigdes de estaci-
onaridade 2ug(x1 + 229) —u1 +v = 0 e dug(z1 +x2) —us + v = 0. Esta situagio
nao é possivel.

(b) ug =0, u; =0, 21 =1exy = 0: acondigao 2ug(z1+2x2)—ui+v = 0 implica
v = 0; usando agora a condigio 4ug(zy + x2) — ug + v = 0 obtemos ug = 0 e,
mais uma vez, violamos a condi¢do de nao trivialidade (ug, u1,us,v) # 0. Esta
situacao também nao é possivel.

(¢) up=0,21 =0, 22 =1 e ug = 0: as condigoes (4.21) reduzem-se a
v=u; =uz >0, (Ul,’LLQ,U)#O,

isto é, (x1,22) = (0,1) é um ponto critico anormal com v = u3 = ug > 0.
Restam-nos averiguar as trés situagoes (i), (ii) e (iii) no caso normal.

(d) up =1, u1 =0, us = 0ex1+xo = 1: obtemos da condigao de estacionaridade
dug(x1 + x2) —ug + v = 0 que v = —4; usando depois a outra condigio de
estacionaridade 2ug(x1 4 2x2) —uy +v = 0, conjugada com zo = 1 — 71, obtemos
21 = 0, de onde resulta o ponto critico (x1,x2) = (0, 1), que ji conhecfamos.
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() up=1,u; =0, 1 =1 e xp = 0: todas as condi¢des necessarias (4.21) sdo

satisfeitas com v = —2 e uy = 2, pelo que (z1,22) = (1,0) é também ponto
critico.

(f) o =1, 21 =0, 22 = 1 e ug = 0: as condicdes necessarias (4.21) séo
satisfeitas com u; = 0 e v = —4, pelo que (x1,22) = (0,1) é ponto critico (j&
sabiamos).

Resumindo, temos dois pontos criticos: (0,1) e (1,0). Atendendo a que

f0,1) =2, f(1,0)=1,

concluimos que (0,1) é candidato a maximizante e (1,0) candidato a minimi-
zante. Como o nosso problema é de minimizagao, a resposta ao pedido é (1,0):
se o problema tiver solugdo, ela é com certeza (Z1,Z2) = (1,0).

Antes de prosseguirmos o nosso estudo, aconselho vivamente a resolugao dos
seguintes dois exercicios.

Exercicio 4.33. Determine o candidato a minimizante do seguinte problema
de otimizagdo: minimizar a funcdo i (2% + 23 + 23) sujeita a x1 + 22 + 23 = 3.
Solugao: (1,1,1).

Exercicio 4.34. Determine o candidato a minimizante do seguinte problema
de programagao matematica:

—40,/x1 — x2 — min,
4931 + X2 S 50,
120, x22>0.

Solugao: (225, 0> .

4.5 Generalizacgoes do conceito de convexidade

A convexidade (concavidade) tem também um papel muito importante na oti-
mizagao com restricoes. Vamos considerar varias generalizacoes do conceito de
convexidade ja estudado.

Definigao 4.35. Seja X C R™ um conjunto convero. Dizemos que a fun¢ao
f: X — R € quase-convexa se

F O+ (1= Ny) < max{f(2), f(y)} Va,yeX eVAe[0,1];
quase—céncava Se

FOz+ 1 —=XNy) >min{f(z), f(y)} Vz,ye X eVAe]|0,1].
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E facil de demonstrar que o conceito de quase-convexidade generaliza o de
convexidade: a classe das fungbes quase-convexas inclui a das convexas.

Proposigao 4.36. Se f ¢ uma funcgdo conveza, entao f € quase-conveza.

Demonstracdo. Seja f uma funcao convexa. Para cada x e y no dominio de f,
duas situagdes sao possiveis: (i) f(z) < f(y) ou (ii) f(y) < f(x) (ou ambas,
caso f(z) = f(y)). Da convexidade de f, VA € [0,1] temos: na situacao (i),
fQz+ 1= Ny) <Af(z)+(1=N)f(y)
<Ay + A =Xf(y)
= f(y) = max {f(z), f(y)};

na situagao (ii),

fQz+(1=Ny) <Af(x)+(1-Nf(y)
SAf(@)+ (1 =A)f(z)
= f(z) = max{f(z), f(y)} -
E pois sempre verdade que f (Az + (1 — \)y) < max {f(z), f(y)}. O

Igualmente importante na programacao matematica é o conceito de conjun-
tos de nivel.

Definicao 4.37. Seja f: X — R. Os conjuntos de nivel de f sao os conjuntos
Ny ={zeX: f(z) <a}
para cada o € R.
Existe uma relacao entre a quase-convexidade de uma funcao e a convexidade
dos seus conjuntos de nivel.

Teorema 4.38. Uma funcdo f € quase-convexa em X se, e somente se, N, €
um conjunto convezxo para todo o o € R.

Demonstra¢do. (=) Suponhamos que f é quase-convexa. Para cada «, sejam
x,y € N,. Fagamos z = Ax+(1—M\)y, onde X € [0,1]. Entao, usando a definigao
de quase-convexidade e o facto de =,y € N,, temos

f(z) < max{f(z), f(y)} < o,
pelo que z € N,. Isto mostra que N, é um conjunto convexo.

(<) Suponhamos que N, é um conjunto convexo para cada «. Dados z e y,
seja o := max {f(z), f(y))}. Temos, obviamente, que z,y € N, e, como N, é
convexo, A\x + (1 — Ay € N, qualquer que seja o A € [0,1]. Entao,

[z + (1= Ny) < a=max{f(z), f(y))}

e, por conseguinte, f é quase-convexa. O
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Corolario 4.39. Se f € uma func¢do convexa, entao os seus conjuntos de nivel
s$a0 conjuntos convexros.

Demonstrac¢do. Se f é convexa, entdao pela Proposicao 4.36 ela é quase-convexa
e, pelo Teorema 4.38, N, é um conjunto convexo Vo € R. O

Uma fungéo pseudoconvexa é, como veremos, uma fungdo que se comporta
como uma fungdo convexa em relagdo ao problema de encontrar os seus minimos
locais, mas na verdade nio precisa ser convexa (daf usar-se o prefixo “pseudo”).

Definicao 4.40. Seja X C R"™ um conjunto convexo. A funcao diferencidvel
f: X — R diz-se pseudoconvezra se

vryeX, V(@) (y-2)20 = fy) = f(2);
pseudoconcava se

Ve,ye X, Vi) (y—z) <0 = f(y) < f(a).

Dentro das fungoes diferencidveis, o conceito de pseudoconvexidade também
generaliza o de convexidade: o conjunto das fungoes pseudoconvexas inclui a
das convexas diferenciaveis.

Proposicao 4.41. Se f é uma func¢do convezra diferencidvel, entao f € pseu-
doconvezxa.

Demonstracdo. Se f é convexa e diferenciavel, entao sabemos que f satisfaz a
desigualdade do gradiente (Teorema 2.30):

fly) = f2) + V@) (y - x).

Como consequéncia, se Vf(z)T(y —x) > 0, entdo f(y) > f(x). Acabdmos de
demonstrar que f é pseudoconvexa. O

O nosso proximo resultado estabelece a relacao entre pseudoconvexidade e
quase-convexidade.

Teorema 4.42. Uma fungao pseudoconvexa € quase-convexa.

Demonstracdo. Suponhamos que f : X — R é uma funcao pseudoconvexa.
Dados z,y € X e A € [0,1], seja z := Az + (1 — A)y. Se A =0 ou XA = 1, entdo
obviamente f(z) < max{f(x), f(y)}. Consideremos 0 < A <1 esejad=1y—z.
Se Vf(2)Td > 0, notando que

z=Xx+(1-Nyey—z2=ANy—z) =X\,
concluimos que Vf(2)T(y —2) = AVf(2)Td > 0 e, uma vez que f é pseudocon-

vexa, temos por definicao (Definicao 4.40) que f(y) > f(z). Por conseguinte,
f(z) < fly) < max{f(z), f(y)}, isto &, f(Az+ (1= A)y) < max{f(z), f(y)}.

Esta assim demonstrado que f é quase-convexa. O
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4.6 Condicoes suficientes de otimalidade

De modo semelhante & otimizagdo sem restrigoes (relembre o Teorema 2.36),
vamos ver que para problemas convexos as condicoes necessarias de otimalidade
tornam-se suficientes.

Teorema 4.43 (condicoes suficientes de Karush-Kuhn-Tucker). Consideremos
o problema de programacao matemdtica

min f(x)
sujeito a  g(x) <0,
h(z) =0,
r € X CR"™ aberto,

(P)

onde f :R® 5 R, g:R™ - R™ e h:R” = R sdo fungoes diferencidveis. Seja
Z admissivel para (P), i.e., g(Z) < 0, h(Z) =0 e T € X, e suponhamos que
T conjuntamente com os multiplicadores (u,v) € R™*! satisfazem as condicies
necessdrias de KKT (Teorema 4.23):

V(@) + V@) u+ Vhz)Tv =0,
u>0, (4.22)

w;gi(Z) =0, i=1,...,m.

Se f € uma fung¢ao pseudoconveza, g;, i =1,...,m, sao funcoes quase-convezras
ehi, i=1,...,1, sao fungoes lineares, entdo T é minimizante global de (P).

Demonstracao. Uma vez que que cada g; é uma fungao quase-convexa, os con-
juntos de nivel C; := {x € X : g;(x) <0}, i=1,...,m, sdo conjuntos convexos
(Teorema 4.38). Por outro lado, dada a linearidade das fungdes h;, os conjuntos
D;:={x € X :hi(xr)=0}i=1,...,1, sdo também convexos:

2,y € Di = hi(z) = 0= hi(y) = hi Az + (1 = A)y) = Mi(z)+(1=A)hi(y) = 0,

isto 6, Az + (1 — A)y € D;. Assim, uma vez que a intersegdo de conjuntos
convexos é também um conjunto convexo, a regiao admissivel

A:{zGX:g(I)SO,h(x):O}:ﬁC’iﬂDi

é um conjunto convexo. Seja I := {i: g;(Z) =0} o conjunto dos indices das
restrigdes ativas em Z. Seja x € A um qualquer ponto admissivel diferente
de Z (se tal x ndo existir e Z for o Unico ponto admissivel, entdo a solugdo do
problema (P) é trivial e claramente & é minimizante global). Entao, Az+(1—\)Z
é admissivel qualquer que seja o A € [0,1]. Por conseguinte, para i € I temos

gAz+(1-Nz)=¢; @+ NNz —2) <0=g;(x) VA€][0,1].
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Uma vez que o valor de g; em ¥ nao aumenta ao deslocarmo-nos na diregao
x—7, temos que Vg;(Z)T (x —Z) < 0 para todo 0 i € I. De modo semelhante, da
admissibilidade de Az+(1—\)Z = Z+\(x—Z) sabemos que h; (T + Az — %)) =0
e, portanto, Vh;(z)?(z — %) = 0 para todo o i = 1,...,l. Deste modo, da
condicao de estacionaridade

Vi) =-Vg@) 'u—Vhz) v
e da condigao de nao negatividade u > 0, resulta que
V@) (@ —z) = — (V@) "u+ Vh(@) o) (x—2)>0

o que, pela pseudoconvexidade de f, implica que f(z) > f(Z) (para todo o x
admissivel). O

Como corolério, obtemos que as condigoes necesséarias de otimalidade sao
suficientes para problemas convexos.

Definicao 4.44. O problema de programagao matemdtica (P) diz-se um pro-
blema convero se X for um conjunto aberto convexo, f,g;, i =1,...,m, forem
fungoes convezxas e h;, 1 =1,...,1, sdo funcdes lineares.

Corolario 4.45. Se (P) é um problema convexo e T é admissivel e satisfaz,
conjuntamente com os multiplicadores (u,v) € R™*! as condigoes necessdrias
de KKT (4.22), entdo T é minimizante global.

Demonstra¢do. Como f é uma fungao convexa diferenciavel, pela Proposigao 4.41
f € pseudoconvexa; como g; sao fungoes convexas, pela Proposicao 4.36 elas sao
quase-convexas. O resultado é uma conclusao imediata do Teorema 4.43. O

Usando as condigoes suficientes que agora demonstramos, revisite os exem-
plos resolvidos na Secgao 4.4, tentando mostrar que os candidatos que obtivemos
sao, na verdade, minimizantes globais.

4.7 Restricoes de qualificagao

Existem vérias formulacoes possiveis do resultado de KKT. Noés formuldamos
o demonstrdmos o Teorema 4.23, mas outras formulagdes (e demonstragoes)
sao possiveis. Independentemente do teorema concreto de KKT que se possa
formular e demonstrar, todos eles tém a seguinte forma:

Se T é um minimizante local de (P) e “certas hipdteses so-
bre as restrigoes sao satisfeitas”, entao as “condigoes de KKT” sao
condigoes necessarias para caracterizar a solu¢ao 6tima .
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Por “condigoes de KKT” entendemos a condi¢do de estacionaridade (4.12), a
condigdo de nao negatividade (4.13) e a condi¢do de complementaridade (4.14).
As “hipéteses sobre as restricoes” mencionadas acima, e que tornam vélidas as
condigoes de KKT (i.e., tornam possivel a sua demonstracdo), sdo chamadas na
literatura de restricoes de qualificacdo, que denotaremos abreviadamente por
RQ. No caso do nosso Teorema 4.23, a restrigdo de qualificacdo que usamos foi
a da independéncia linear.

Definicao 4.46 (RQ da independéncia linear). A hipétese de que o conjunto
dos vetores Vh;(z), i = 1,...,1, e Vg;(z), i € I, é um conjunto linearmente
independente, chamamos restricao de qualificacdo da independéncia linear.

Observagao 4.47. A RQ da independéncia linear nao depende da fung¢do obje-
tivo f, envolvendo apenas as restricoes do problema. Tal caracteristica é comum
a todas as restrigoes de qualificacdo.

Com a Defini¢ao 4.46 e as convengdes/notagdes acima, podemos reescrever
o Teorema 4.23 na seguinte forma equivalente:

Teorema 4.48 (condigOes necessdrias de KKT sob a RQ da independéncia
linear). Se Z € um minimizante local de (P) e a RQ da independéncia linear é
satisfeita, entdo existem multiplicadores (u,v) € R™ tais que as condicdes de
KKT (4.12)—(4.14) sdo necessdrias para caracterizar a solu¢do dtima T.

Vamos aqui estabelecer duas outras restrigoes de qualificacdo: a chamada
restricao de qualificacao de Slater, em honra do matemético Morton L. Slater,
e a das restrigoes lineares.

Definigao 4.49. Um ponto x é chamado de ponto de Slater se x satisfizer
g(x) <0 eh(z) =0, isto €, x € admissivel e satisfaz todas as desigualdades do
problema de maneira estrita.

Definicao 4.50 (restricdo de qualificacdo de Slater). As hipoteses de que g,
i=1,...,m, sao funcdes pseudoconvexas; h;, i =1,...,1, sdo funcdes lineares;
Vhi(Z),i=1,...,1, sdo linearmente independentes; e o problema tem um ponto
de Slater; chamamos restricao de qualificagcdo de Slater.

Teorema 4.51 (condigdes necessarias de KKT sob a RQ de Slater). Se T é um
minimizante local de (P) e a RQ de Slater € satisfeita, entdo existem multipli-
cadores (u,v) € R™*! tais que as condicées de KKT (4.12)~(4.14) sdo condigies
necessdrias para caracterizar a solugcao dtima T.

Demonstra¢do. Seja T um minimizante local de (P). As condigoes de Fritz
John (Teorema 4.21) tém de ser satisfeitas (sdo condigoes necessarias de otima-
lidade), pelo que existem multiplicadores (ug, u,v) € R+ tais que ugV f(Z)+
Vg(z)Tu+ Vh(z)Tv =0, (ug,u) > 0, (ug,u,v) # 0 e ug;(Z) =0,i=1,...,m.
Se ug > 0 (ug # 0), dividindo por uy obtemos a validade das condigdes de
KKT. Suponhamos agora que ug = 0 (caso anormal). Seja z um ponto de
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Slater (que, por hipétese, existe) e definamos d := 2° — 7. Para cada i € I

temos que 0 = g;(Z) > g;(2°) e, da pseudoconvexidade de g;, sabemos que
Vgi(2)T(2° —2) >0 = ¢i(2°) > g;(2)
ou, de modo equivalente (modus tollens),
gi(z%) < g;(z) = Vgi(z)Td <o0.
Concluimos entao que
Vgi(z)'d <0, iel. (4.23)

Por outro lado, da linearidade de h;, i = 1,...,[, temos que Vh(Z)d = 0. Com
efeito, h linear significa que h tem a forma h(z) = Mz — &, com M uma matriz
Ixne&eR! pelo que Vh(zr) = M e

Vh(z)d = M(z° —z) = Ma® — Mz =¢ — ¢ =0. (4.24)
Por conseguinte, usando a condigao de estacionariedade de FJ no caso anormal,
V(@) u+ Vh(z)'v =0,

e as relagoes (4.23) e (4.24) (relembrar que na demonstracdo do Teorema 4.21
das condigbes necessdrias de FJ fazemos u; = 0 quando i ¢ I) podemos escrever

0=07d = (Vg(z)"u+ Vh(@) )" d <0, (4.25)

o que é uma contradicdo! Notar que a Unica maneira de tentarmos evitar esta
contradicdo, e o sinal “< 0” que vem de (4.23), seria fazer u; = 0 para todo o
i € I. Mas isso implicaria (ug,u) = 0 o que, da condi¢do de nao trivialidade,
significaria v # 0 o que, conjuntamente com a condicdo Vh(z)Tv = 0, viola a
hipétese da restricao de qualificagdo de Slater que afirma que os vetores Vh;(T),
i =1,...,l, sdo linearmente independentes. A contradi¢do (4.25) significa que
nao existe caso anormal. Logo, ug > 0: situagdo em que ja demonstramos a
validade das condigoes de KKT. O

Terminamos com uma terceira versao do teorema de KKT, usando desta vez
a restricao de qualificacao das restrigoes lineares.

Teorema 4.52 (condigoes necessdrias de KKT sob a RQ das restrigoes lineares).
Se T € um minimizante local de (P) e todas as restrigées do problema sdo
lineares, entdo existem multiplicadores (u,v) € R™T! tais que as condigées de
KKT (4.12)—(4.14) sdo necessdrias para caracterizar a solu¢ao dtima T.

Demonstragao. Sob as condigoes do teorema, o problema (P) reduz-se a forma
min f(x)
sujeito a Az < b,
Mx =¢&,
x € X CR" aberto,

(4.26)



80 Delfim Fernando Marado Torres

ou seja, g(x) = Az —be h(z) = Mz — . Seja T minimizante local do problema
(4.26). Podemos particionar as restri¢oes Az < b em dois grupos: o grupo das
restrigoes que estao ativas em Z, A;T = by, e o grupo das restrigdes nao ativas
em T, A;T < b;. Deste modo, o conjunto das diregoes admissiveis em Z é dado
por {d: A;d < 0,Md = 0}. Para toda a diregdo d admissivel em Z, temos com
certeza que Vf(z)Td > 0: caso contrario, d seria uma direcio descendente em
Z, violando o facto de Z ser minimizante local. Por conseguinte, o sistema linear

Viz)Td<0, Ad<0, Md=0

nao tem solugao. Do Coroldrio 4.20 do Lema de Farkas, existem (u, v, w) satis-
fazendou=1,w>0¢e

V@) Tu+ ATw+ MTv =0,

que sao precisamente as condigoes de KKT. O

4.8 Exercicios
1. Encontre todos os extremantes (minimizantes e maximizantes) locais da
funcio f(z1,72,23) = 23 + 23 + 23 sujeita A restricio 27 + 23 + 23 = 4.

2. Determine os pontos criticos para cada um dos seguintes problemas. Os
pontos criticos que encontrou sdo étimos? Porqué? Porque nao?
(a) Minimize a funcio f(z1,x2) = 227 + 2235 — 2x122 — 671 sujeita as
restrigoes 1 + 2x9 — 2 < 0, ngxlfl <0,z1>0ex9 >0.
(b) (z1 —4)% + (x5 — 6)> — min sujeita a 27 — 15 <0 e x5 < 4.

3. Resolva os seguintes problemas:
2
(a) x5+ % (ac%—i—x%—i— %) —smin, 21 + a2 +x3 =06, 2; >0,1=1,2,3.
b) 2? + 2% + 22 — min, sujeita a x; + 22+ 23 =3 e 22 — 2o+ 3 < 5.
1Ty T I3
4. Resolva os seguintes problemas:
(a) minimizar f(z,y) = (r—4)%>+(y—4)? sujeitaar+y < dex+3y < 9;
(b) minimizar 222 + y? — 14z — y + 48 sujeita a 2 +y = 12.

5. O custo de producao de x unidades do produto X e y unidades do produto
Y é igual a C(x,y) = 42 + y + 10. O processo de producao é descrito
pela funcdo P(z,y) = 222y e a taxa de producdo é igual a 120 (ie., a
producao total da empresa é igual a 120). Determine a producdo z e y
sabendo que a empresa pretende obter o menor custo possivel.
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6. Resolva os seguintes problemas de programacao matemaética:
(a) 6(xy — 10)% + 4(xo — 12.5)2 — min, sujeito a 23 + (z2 — 5)? < 50,
2?2 + 323 <200 e (77 —6)% + 22 < 37.

(b) (z1 —12)? + (22 + 6)? — min, sujeito a 2% + 321 + 23 — 4.5x5 < 6.5,
(1 —9)? + 22 < 64 e 811 + 4x9 = 20.






Capitulo 5

Métodos aproximativos

Vamos estudar dois tipos de métodos aproximativos (algoritmos iterativos) para
resolver problemas de otimizagao com restrigoes: métodos de ponto interior,
também conhecidos como métodos de barreira (Sec¢ao 5.2), em que partimos
de uma aproximacao inicial dentro da regiao admissivel e ai permanecemos; e
métodos de penalizacdo (Secgao 5.1), que sdo métodos de ponto exterior, isto é,
partimos de uma aproximacao inicial fora da regiao admissivel.

5.1 Meétodos de penalizacao

Num método de penalizacdo, a regiao admissivel do problema (Ppys) de pro-
gramacgao matemaética é expandida de

A={zeR":¢i(z)<0,i=1,...,m, hi(z) =0, i=1,...,1}

para todo o espaco euclidiano R™, isto é, a ideia é substituir a resolugao de um
problema com restri¢oes na resolugao de problemas mais faceis, sem restrigoes.
Para isso, adicionamos um custo muito grande (uma penaliza¢do) a funcdo ob-
jetivo f, que pretendemos minimizar, para aqueles pontos z € R™ que estao
fora da regido admissivel original A. Antes de formalizarmos matematicamente
o conceito de penaliza¢ao, notamos que, sem qualquer perda de generalidade,
podemo-nos restringir a problemas apenas com restricoes de desigualdade: todo
e qualquer problema com restricoes de igualdade pode ser convertido num pro-
blema equivalente apenas com restricoes de desigualdade.

Observagao 5.1. Convertendo as restrigoes h;(z) =0 em

—h;(z) <0,
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vamos assumir que o problema de programac¢do matemdtica apenas possui res-
tricoes de desigualdade:
min f(z),
sujeito a  g(z) <0, (P)
x €R"”,

onde g(x) = (g1(2), ..., gm ().

Definicao 5.2 (funcdo de penalizagdo). Uma fun¢do p : R* — R ¢é chamada
de fun¢do de penaliza¢io para (P) se ela satisfaz, para todo o x € R", as
sequintes duas condi¢oes:

e p(xz) =0 se g(x) <0 (nao hd penalizagio para os x admissiveis);

o p(z) >0 seg(x) £ 0« Fi:g;(x) >0 (hd penalizacao sempre que x ndo
¢ admissivel).

Vejamos alguns exemplos de fungoes de penalizagao.

Exemplo 5.3. A funcéo

p(z) = (max{0, gi(x)})’ (5.1)

i=1

é uma funcdo de penalizacdo para (P) qualquer que seja o ¢ > 1. Quando ¢ = 1,
a fungdo (5.1) é conhecida na literatura como a fun¢do de penalizagao linear;
quando ¢ = 2, a funcdo (5.1) é chamada de fung¢do de penalizagio quadrdtica.

A ideia dos métodos de penalizagao consiste em substituir a resolugao do
problema com restri¢coes (P) na resolu¢do de uma sucessao de problemas sem
restricoes da forma

min (f(z) +ep(2)), (Fe)

para uma sucessao crescente das constantes ¢, ¢ — +o0o. A quantidade escalar
¢ que aparece no problema sem restrigoes (P.) é chamada de pardmetro de
penalizagdo.

Seja ¢ > 0, k = 0,...,400, uma sucessao de parametros de penalizagao
que satisfazem c41 > ¢x para todo o k e limy_, o, cx = +00. No que se segue,
usamos as seguintes notacgoes.

Notacao 5.4. A fungdo objetivo do problema (P.) serd denotada por q(c,x):

q(c, ) = f(2) + ep(x).

Denotamos por z* a solugdo exata do problema (P.,); por x* a solugdo exata

do problema original (P).

O préoximo lema déd-nos um conjunto importante de propriedades.
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Lema 5.5 (lema da penalizacdo). As seguintes desigualdades sao satisfeitas
para qualquer k € Ny:

1. q(c ) < Q(Ck—H xk+1)7.
(

Cp () = p (@);
5. () < f (aFH1);
4. f(@*) = q (e, a*) > f(2).

IS}

Demonstragdo. 1. Temos q (cg41,2") = f(z* ™) + cppap(@*F1). Dado que
cri1 > cg, obviamente que ¢ (ck+1,xk+1) > f(z**h) + epp(z¥*1). Por outro
lado, sendo x* o minimizante de g (c, ), resulta que

q (C}g+1,l‘k+1) > f(xk-‘rl) +Ckp(xk+1) > f(.%‘k) + ckp(mk) =q (Ck7-75k) )

k

2. Como z* é minimizante de ¢ (cx, z) e 2Ft! é 0 minimizante de ¢ (cxi1,
q ) q +1, )

F(@*) + erp(a®) < f(@™) + (2T,
@) + cppap(@™™) < f(@¥) + crpap(a®).

Somando estas duas desigualdades, obtemos

(cry1 — cx) p(a*) > (chyr — cx) p(a™F1).

Lembrando que cx11 > ¢y, resulta a desigualdade pretendida: p(z*) > p(xF+1).

3. Comegamos por notar que f(x**+1) + ¢pp(xF+1) > f(:ck) + cxp(zF), uma vez
que ¥ é minimizante de q(cy, x). Demonstrémos que p(z*) > p( k“) (ponto 2),
de onde resulta que f(x**1)+cpp(zF+l) > f( Yterp(zh) > f(2%)+cpp(xFth).
A desigualdade f(z**1) + cpp(aFt1) > f(2%) + cpp(zht?) é equlvalente a

F@* ) > f ().
4. Como ¢ > 0 e p(z) > 0 para todo o z, obviamente

f@®) < f(@*) + erp(a®) = qleg, 2*).

Por outro lado, como z* é minimizante de q(cg,z), ** é minimizante de (P) e,

por conseguinte, p(z*) = 0, vem que

q(er, @*) = f(@*) + eup(a®) < f(a*) + crp(a”) = f(a*).

O resultado estd demonstrado. O

Com a ajuda do Lema 5.5, demonstramos a convergéncia do método de
penalizagao.
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Teorema 5.6 (teorema de convergéncia do método de penalizagdo). Suponha-

mos que f, g e p sao funcgdes continuas. Seja ¢ > 0, k =0,1,...,400, uma
sucessao de parametros de penaliza¢do, que satisfazem cxi1 > ¢, para todo o k
elimg_ 400k = +00, € {xk}, k=0,1,...,400, a sucessao de solugdes dos res-

petivos problemas sem restricoes (P.,). Se limy_, oo 2% = T, entdo T € solucdo
do problema com restrigées (P).

Demonstragdo. Seja Z o ponto limite da sucessio {z*}. Da continuidade das
fungoes envolvidas e do item 4 do lema da penalizagao, podemos afirmar que

lim f(z*)=f(z) e ¢ := lim q(c, %) < f(z¥).

k—+oco k——+oo

Assim,

. kY _ 1 kY _ p(ok\] — %
Jim ep(e®) = Tim [q(ex, ") = f(a")] =¢" = f(2) R (52)
Como ¢ — +00, conclufmos de (5.2) que limy_, 1 o p(z¥) = 0. Da continuidade
de p, p(Z) = 0 e, por conseguinte, Z é admissivel, isto é, g(Z) < 0. Finalmente,
do item 4 do lema da penalizacao, f ((Ek) < f(z*) para todo o k e, portanto,
f(@) < f(x*), o que implica que f (Z) = f («*): T é minimizante de (P). O

Na pratica nao se considera, obviamente, uma sucessao de problemas até
ao infinito, parando-se apds a resolu¢do de um ntumero finito de problemas sem
restrigoes (P, ). Temos entao o seguinte algoritmo aproximativo de penalizacao.

Algoritmo 3: Algoritmo da Penalizagao.

Entrada: Funcédo f e restrigoes g que definem o problema (P) que
pretendemos resolver, funcao de penalizagao p, parametro de
penalizagao inicial ¢ > 0, parametro n > 1 de crescimento das
constantes cg, tolerdncia € > 0 para critério de paragem,
aproximacdo inicial z° € R™ que viola pelo menos uma
restricado (método de ponto exterior).

Saida: Aproximacao z* para a solugdo do problema (P) com

|aF — 2k 1| < € ou | f(aF) — f(a* )] <e.

1. Inicializa¢@o: formular a fungao objetivo aumentada ¢(co, z) baseada
nas restrigoes g; violadas em xg. Fazer k := 1.

2. Partindo de z*~!, usar um dos métodos aproximativos estudados no
Capitulo 3 para resolver o problema sem restri¢goes mingcgn ¢(cx—1, ).
Seja 2* a aproximacdo encontrada.

3. Se ||z — 2F71|| < e ou | f(z*) = f(a*71)| <&, entdo stop, com z* a
aproximagao da solugdo do problema com restri¢oes (P); caso contrario,
prosseguir.

4. Fazer ¢i, := ncg—1 e formular ¢(cg, ) baseada nas restrigdes g; que s@o
violadas em z*.

5. Fazer k:= k + 1 e voltar ao Passo 2.
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Terminamos esta secgao sobre os métodos aproximativos de penalizagao com
um exemplo de aplicagao do Algoritmo 3.
Exemplo 5.7 (n =2, m = 4). Pretendemos minimizar a funcao

f(@) = f(z1,22) = (11 — 6)° + (22 = 7)?

em R? sujeita as restrigoes g;(z) < 0, i = 1,2,3,4, onde

g1(z) = —3x1 — 2x9 + 6,
g2(x) = —x1 + 22 — 3,
g3(x) = a1+ 22 — 7,

2 4
ga(z) = 3T -2 3

Se nao houvesse restrigoes, o problema seria trivial: o minimizante seria (6,7) e
o minimo 0. O problema com restricoes que temos em maos €, no entanto, mais
dificil, ndo sendo trivial a sua solucdo: (6,7) ndo é admissivel. Vamos usar o
Algoritmo da Penalizacao para resolver o problema. Para isso vamos escolher,
por exemplo, a fungao de penalizagao quadratica, ¢y = %, n = 2, € um valor tao
pequeno quanto queiramos e a aproximacao inicial 2° = (6,7).

Passo 1. Temos g1(2°) = —26, g2(2°) = =2, g3(2°) = 6 e g4(2®) = — 3.
Significa isto que apenas a restricdo gs; é violada em 2, pelo que

qlco,z) = f(z) + colgs(z))? = (21— 6)* + (22 — 7)* + co(x1 + 2 — 7)°.

Fazemos k := 1.

Passo 2. Temos de resolver o seguinte problema sem restricoes em R2:
qlep_1,21,22) = (11 — 6)% + (23 — 7)? + cp_1(x1 + 3 — 7)? — min.

Este problema ¢é simples, sendo facil determinar a sua solugao analitica: resol-
vendo o sistema V,q(ck—1,x) = 0 obtemos

o= 6(ck—1+1) 8cp—1+7 _ QE
2e51+1 " 2¢c,_1+1 27 2

(ponto critico, que sabemos ser o minimizante global para funges convexas).

Passo 3. Usando a norma 2, temos

2 2
ka_xk—lu2:\/<g_6> +(121_7> :g\/iz2.12>5

e ‘f(xk) — f(xk_l)’ = % > ¢, pelo que temos de prosseguir com o algoritmo
iterativo.
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Passo 4. Fazemos cj, := ncg—1 = 1 e, como

2(1lcp_q +13) 37

ky _ —
91(17 )* 20’{)71 +1 927
gQ(J:k) = 727
6
k
= - = 3
95(z") 2er 141
00, 1+13 23
ky _ - _
94(2") = 6cp_1 + 3 6’

isto é, apenas a restricdo g3 é violada em z*, definimos

q(cg, x1,m2) = (1 — 6)2 + (2o — 7)2 + cp(z1 + 20 — 7)2.

Passo 5. Fazemos k := k + 1 = 2 e voltamos ao Passo 2.

Como nés nao somos computadores e somos criticos, em vez de continuarmos
a fazer as mesmas contas repetidamente e a obter nimeros, paremos um pouco
para observar o que se passal A expressao que obtivémos para ¢ no Passo 4 é
exatamente a mesma que obtivémos para ¢ no Passo 2:

qlc,z1,m3) = (21 — 6)* + (20 — 1) + (21 + 22 — 7)%

A medida que iteramos, os valores das constantes vao-se modificando (dupli-
cam em cada iteracao, 1/2, 1, 2, 4, 8, 16, ...), mas nds conhecemos as ex-
pressoes analiticas: para uma constante arbitraria ¢, o minimizante do problema
q(c, 1, x2) —> min é sempre

6(c+1) 8c+7
< 2c+1 ’26—1—1) (5:3)

e as restrigoes ao longo deste par de valores dao sempre

(c+1) 8+7 2(11c+13)
(20+1 20—1—1) 2+1
(6c+1 80+7)__2

241 2c+1 ’

(c+1) 8c+7\ 6

93(20+1 2c+1)_20+1
c+1) 8+7\  20c+13
(2c+1 20+1)__ 6c+3

Neste exemplo, em cada iteragao é sempre a restricao gs a unica a ser violada
e, vemos de imediato, que apenas no limite, quando ¢ — +00, é que o par (5.3)
sera admissivel para o problema com restrigoes:

i 6(c+1) Sc+7 y 6
1m _ = 1m =
B\ 211 2e+1) w2041
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Como conhecemos as expressoes analiticas, ndo precisamos do computador para
fazer os calculos em cada iteragdo: podemos logo calcular o limite em (5.3) e
ver para onde o algoritmo esta a convergir,

- (6(c+1) 80+7) _ 3.4,

c=too \ 2¢+1 "2c+1

E facil de confirmar que (3,4) é o minimizante global do problema de minimizar
a funcdo f(x) sujeita a g;(x) <0,7=1,2,3,4.

Exercicio 5.8. Usando as condicoes suficientes de otimalidade estudadas na
Seccao 4.6, mostre que o candidato (3,4) encontrado no Exemplo 5.7 pelo
método da penalizacao é o minimizante global do problema.

5.2 Meétodos de barreira

Num método de barreira, assumimos que nos é dada uma aproximacao inicial
20 da solucdo do problema

min f (),
sujeito a  g(x) <0, (P)
rz € R",

que pretendemos resolver, pertencente ao interior da regiao admissivel A. Im-
pomos um custo muito grande as aproximagcoes admissiveis geradas pelo método
que estéo perto da fronteira de A, deste modo criando uma “barreira” que evita
que as aproximacoes saiam da regiao admissivel. Assim, temos aqui uma filo-
sofia dual & dos métodos da Seccao 5.1: nos métodos de penalizacao partimos
de uma aproximagao fora da regido admissivel A e vamo-nos aproximando da
solugdo de (P) a partir do exterior de .4, com valores da fungao objetivo cada
vez maiores (f(z**!) > f(2¥)) e penalizando em cada iteracdo cada vez menos
(p(x*+1) < p(z*)), conforme afirma o Lema 5.5 da penalizagao; aqui partiremos
de uma aproximagao dentro da regiao admissivel, aproximando-nos da solugao
de (P) a partir do interior da regido admissivel, com valores da fungao objetivo
cada vez menores (f(zF*1) < f(2*)) e com valores da chamada funcio de bar-
reira b cada vez maiores em cada iteragdo (b(z**1) > b(z*)), conforme iremos
demonstrar (cf. o Lema 5.13 da barreira).

Definicao 5.9 (fungdo de barreira). Dizemos que b : R* — R € uma func¢do
de barreira para (P) se ela satisfaz, para todo o © € R™, as seguintes duas
condigoes:

o b(z) >0 se g(x) <0;

o b(x) — 400 se _max {g9:(z)} — 0.
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Exemplo 5.10. A funcao

m

b(x) =)

= (@)

é uma funcao de barreira para (P). Por exemplo, para um problema com n = 1
em =2em que g(z) = (g1(x), g2(z)) = (x — 4,1 — z), podemos escolher

1 1

b(m):47x—|—z71.

Exemplo 5.11. Uma classe tipica de funcoes de barreira sao as fungoes
m
b(z) = (=gi(x))"*, q>0.
i=1

Para o caso particular em que ¢ = 1, obtemos a funcao de barreira do Exem-
plo 5.10.

Exemplo 5.12. A funcao
b(z) = = In(—gi(x))
i=1

é conhecida na literatura como a funcdo de barreira logaritmica.

A ideia do método da barreira é substituir a resolugao de um problema
com restricoes na resolugao de uma sequéncia de problemas de otimizagao sem
restrigoes, no sentido estudado na Parte I do nosso curso, da forma

1
i -b B
iy () + L 0(0)) . (B
onde X é o conjunto aberto X = {z € R": g(r) < 0}. Mais precisamente,
queremos mostrar que se tivermos uma sucessao de constantes ci tal que

lim ¢ = 400,
k—+o00
entdo as solugdes dos problemas (B, ) vao-se aproximando da solugao do pro-
blema original com restrigoes (P). A demonstragio de um tal resultado baseia-se
no conjunto de propriedades reunidas no chamado lema da barreira.
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Lema 5.13 (lema da barreira). Seja r(c,z) := f(z) + L b(x); {ck}ren, uma
sucessao de constantes ¢ > 0 satisfazendo cx11 > ¢y, € ¢, — +00 @ medida que
k — +oo; e z¥ a solucdo exata do problema sem restrigoes (B,). Entdo, as
sequintes desigualdades sao satisfeitas para qualquer k € Ny:

17 (cr ™) > 7 (cng, 1)
2. b(a*) <b(a*);
3. f (%) = f (@*);
4o f (@) < f (2*) < (e, 2¥).

Demonstracao. 1. Temos r(ck, ) flx ) éb(xk). Dado que cxy1 > ¢,
1 k41

obviamente que r (cj, %) > f(z*) + b(xk) Por outro lado, sendo z°** o

minimizante de 7 (cx41, ), resulta que

1 1
(k) 2 ) bt =
k+1 Cr+1

7 (er, ) > f(2F) +

r (Ck+1,$k+1) .

2. Como z* é minimizante de 7 (cx, ) e 251 é o minimizante de 7 (cy11, 7),

@)+ Lb(ak) < ) + Lo,
Ck Ck
Lb(xk—‘rl) S f(xk)—l— 1

f(xk—l-l) +
Ck+1 Ck+1

b(zb).

Somando estas duas desigualdades, obtemos

(1 1 > b(z") < <1 _ 1> b(ak ).
Ck  Ck+1 Ck  Ck+1

Lembrando que ¢x < cpy1 & = > —L

Ck [T
b(ah*1) > ba*),

3. Comecamos por notar que f(z*) + ﬁb(mk) > f(zF ) +

, resulta a desigualdade pretendida:

as e
(

, uma

vez que zF*1 é minimizante de r(cyy1, ). Demonstrémos que b(zF) < b(zF+1)
(ponto 2), de onde resulta que f(z*) + -b(z ) fzhF ) + ﬁb( zFtl) >
F@ ) + Lob(a*). A designaldade f(x G i b(@h) = f@ ) + S =b()

é equivalente a

fa®) > fath.

4. Temos que f(x*) < f(x*) e, como ¢, > 0 e b(x) > 0 para todo o z, obviamente

F(@*) < F@®) + — b(a*) = r(cp ).

Ck

O resultado estd demonstrado. O
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Denotemos por V(e,z) uma bola de raio € centrada em . Com as propri-
edades do Lema 5.13, vamos agora demonstrar a convergéncia do método de
barreira.

Teorema 5.14 (teorema de convergéncia do método de barreira). Suponhamos
que f, g e b sdo fungoes continuas. Seja {x*}, k =0,...,+00, uma sucessdo
de solugoes de (B, ). Se existe uma solu¢io x* de (P) para a qual

Ve, )N X =V(e,z)N{z € R" : g(x) <0} #0

para todo o € > 0, entdo o ponto limite T da sucessdo {x*} € solucio de (P).

Demonstracdo. Seja T o ponto limite da sucessdao {z*}. Da continuidade das
fungoes f e g,

lim f(z*)=f(z) e lim g(«*)=g(z) <O

k—-+oo k—+oco

Deste modo, T é admissivel para (P). Para cada € > 0, existe Z tal que ¢g(Z) < 0
e f(Z) < f(z*) +e. Somando a ambos os lados desta ultima desigualdade a
quantidade positiva éb(éﬁ), obtemos para cada k que

Fa*) + e+ ib(i) > (@) + ib(i) .

Por conseguinte, para k suficientemente grande,
f(z*) + 2 > rcg, z¥)
e, como pelo item 4 do Lema 5.13 da barreira r (ck, xk) > f(x*), entao

f@*)4+2e> lim r(c,z®) > f(z*).
k—+oco
Isto implica que
lim r(cg, z®) = f (z*).

k—+oo

Também temos do item 4 do Lema 5.13 da barreira que

f(@*) < f (%) < (e, 2¥) = f(aF) + ib(w‘“»

Tomando limites, obtemos f (z*) < f(z) < f(z*), de onde concluimos que
f(@) = f(z*) e T é minimizante de (P). O

Na pratica, como sabemos, consideramos uma sequéncia finita de problemas
sem restrigoes (B, ), conforme sistematizado no seguinte algoritmo aproxima-
tivo de barreira.
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Algoritmo 4: Algoritmo da Barreira.

Entrada: Fungdo f e restrigoes g que definem o problema (P) que
pretendemos resolver, funcao de barreira b, parametro inicial
¢p > 0 para definicdo do problema auxiliar (B, ), parametro
n > 1 de crescimento das constantes ¢, tolerancia € > 0 para
critério de paragem, aproximacao inicial % € R™ no interior
da regiao admissivel de (P) (método de ponto interior).

Saida: Aproximacio z* para a solugdo do problema (P) com

|2 — 2%~ < e ou |f(a*) — f(a*Y)| <e.

1. Inicializacdo: formular a fungao objetivo aumentada r(co, ). Fazer
k:=1.

2. Partindo de *~!, usar um dos métodos aproximativos estudados no
Capitulo 3 para resolver o problema sem restrigdes mingex r(cg—1, ).
Seja x* a aproximacdo encontrada.

3. Se ka - xk_lﬂ < eou ‘f(ack) — f(@*1)| < &, entdo stop, com z* a
aproximacao da solugdo do problema com restrigdes (P); caso contréario,
prosseguir.

4. Fazer ¢k := ncg—1 e formular r(cg, x).

5. Fazer k:= k + 1 e voltar ao Passo 2.

Vejamos um exemplo de aplicacdo do Algoritmo 4.

Exemplo 5.15 (n = 2, m = 1). Consideremos o problema de minimizar a

fungdo f(x1,z9) = 233% + 9xo sujeita a restricao xy + x2 > 4. Neste caso
g(x1,22) = —w1 — x2 + 4 € escolhendo como fungao de barreira a fungao b do
Exemplo 5.10 temos
1
b(xq, =
(3?1 Z'Q) xr1 + Zo —4

Os problemas sem restrigoes auxiliares do método da barreira sdo entdo os
problemas (B;) da forma r(c,z1,z2) = f(21,22) + 1b(z1,22) — min em
X = {(21,22) € R? : g(z1,32) < 0}, ou seja,

1 1
2xf+9x2 4+ - ——— — min,
cxT1t+axo—4 (B.)

—x1 —x2+4<0.

Para qualquer valor de ¢, temos

{ar(%xh%) =0 - {4171 — % (1 4+ 29 — 4)_2 =0

1
Irleanna) — g 9@ +2-4)77=0

& (21,22) = (9 W) .

4 12/c

Vemos entdo que as aproximacoes z* geradas pelo Algoritmo 4 vao convergindo

9 7).
21 /c+4
lim 9,7\ﬁ = 973 .
c—+oo \ 4 124/c 4" 4

para (Z’ 1)t
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E f4cil de confirmar que (%, %) é o minimizante global do problema de minimizar
a funcdo f(r1,22) = 227 + 95 sujeita A restricao x1 + 1o > 4.

Exercicio 5.16. Usando as condicoes suficientes de otimalidade estudadas na

Seccao 4.6, mostre que o candidato (%, %) encontrado no Exemplo 5.15 pelo
método da barreira é o minimizante global do problema.

Terminamos esta secgao mostrando que existe uma ligacao entre os métodos
de barreira e os teoremas baseados nos multiplicadores de Karush—Kuhn—Tucker.
Seja b(z) = v (g(x)), onde

7:R™ =R
y = (y)

é continuamente diferencidavel. Entao,

Vbo) = 3 5 (9(0)Vai(z).

Se x* é solucao de (B,, ), entdo

Vf(zh) + aVb(:c’f) =0,

isto é,

1 o= @

VI + o3 5 (9 Vi) = 0. (5.4)

Ck i1 Yi
Definindo 1o

k Loy k

= oy IV )

k

Por conseguinte, podemos interpretar os u; como os multiplicadores de KKT.

5.3 Exercicios

1. Usando um método de penalizagao, minimize f(z,y) = (z —3)? + (y —5)?
sujeita as restrigoes de desigualdade x +y <7, x >0ey > 0.

2. Usando o método da barreira e a funcao de barreira logaritmica, minimize
a funcdo objetivo f(x,y) = 2% + y? sujeita & restricio de desigualdade
l—z—y<0.



Capitulo 6

Dualidade

Podemos associar a cada problema de programagao nao linear um outro pro-
blema, também de programacao nao linear, chamado de dual.

Definigao 6.1 (problemas primal e dual). Dado um problema de programagdo

nao linear )
min f(z)
s.a  g(x) <0, (P)
h(z) =0,
chamado de problema primal, definimos o seu dual por
max  6(u,v)
(u,v)eR™ L (D)
s.a u>0,

onde a funcdao dual 8 € definida por

O(u,0) = min [f(2) +u- g(x) + v b)), (6.1)

a custa do par de multiplicadores (u,v).

A razao de se definir problema dual como na Defini¢do 6.1 torna-se clara
a medida que estabelecermos a ligagao entre os problemas primal e dual e os
ligarmos as condigoes de KKT.

Lema 6.2. Sejam f : R* - R, g : R® = R™ e h : R* — R funcées dife-
rencidveis para as quais o minimo em (6.1), que define a funcao dual 0(u,v),
existe para todo o par (u,v) comu > 0. Seja X = X(u,v) € R™ um ponto onde
o minimo de (6.1) € atingido, isto é,

O(u,v) = f(X)+u-g(X)+v-h(X). (6.2)
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Se a fungdo X (u,v) € diferencidvel, entdo também o é a funcgdo 0(u,v) e

Vu0(u,v) =g(X), V,0(u,v)=nh(X).

Demonstragao. De (6.2), resulta da regra da cadeia que

Vbl = (VF(X) + uVg(X) + vVh(X)) Vo X + g(X)

Vo0 = (VF(X) + uVg(X) + vVA(X)) Vo X + h(X).

Por outro lado, se X é minimizante do segundo membro de (6.1), ent&o o teorema
de Fermat (Teorema 2.3) diz-nos que Vf(X) 4+ u-Vg(X) +v-Vh(X) =0, de
onde concluimos que V.0 = g(X) e V,0 = h(X). O

O proéximo resultado é conhecido como dualidade fraca.

Proposicao 6.3 (dualidade fraca). Sejam f, g e h fungées diferencidveis e
denotemos os conjuntos admissiveis dos problemas primal e dual por

Ap = {x e R" : g(z) < 0,h(z) = 0}

Ap = {(u,v) € R™H oy > 0},

respetivamente. Entdo verifica-se a sequinte desigualdade:

max f(u,v) < min f(z). (6.3)

(u,v)EAD Tz€EAP

Demonstragao. Da defini¢ao (6.1) de fungao dual, resulta que
O(u,v) < f(z) + ug(x) + vh(z) (6.4)

qualquer que seja o € R™. Para todo o u > 0, g(z) < 0e h(z) = 0, concluimos
de imediato de (6.4) que 6(u,v) < f(z) + ug(z) + vh(xz) < f(z). Por fim, da
desigualdade 8(u,v) < f(x), que é valida para todo o (u,v) € Ap e para todo
o x € Ap, concluimos, como caso particular, que (6.3) é verdadeira. O

Corolario 6.4. Se (u,v) é admissivel para o problema dual (i.e., (u,v) € Ap),
x € admissivel para o problema primal (i.e., x € Ap) e 0(u,v) = f(x), entdo

(u,v) € solugao do problema dual (i.e., (u,v) € maximizante de (D)) e x €
solugdo do problema primal (i.e., x € minimizante de (P)).

A diferenca entre o minimo do problema primal (P) e o mdximo do problema
dual (D) é conhecida na literatura como a lacuna de dualidade.

Definicao 6.5 (lacuna de dualidade). Ao valor

i - 0(u, 6.5
Juin f(x) e (u,v) (6.5)

chamamos lacuna de dualidade.



Programagao Matemaética 97

Observagao 6.6. Da desigualdade (6.3) sabemos que a lacuna de dualidade é
sempre um valor nao negativo.

Quando nao existe lacuna de dualidade, i.e., (6.5) tem valor nulo, ambos os
problemas primal e dual sdo equivalentes: o minimo do problema primal (P)
é igual ao méximo do problema dual (D). O préximo resultado dé-nos uma
condicao suficiente para a nao existéncia de lacuna de dualidade.

Teorema 6.7 (dualidade forte). Sejam f e g fung¢des convexas de classe Ct e
h uma fungdo linear. Entdo ndo existe lacuna de dualidade: (i) se x € solugdo
de (P), entao existe (u,v) solugdo de (D) com O(u,v) = f(x); (ii) se (u,v) é
solugao de (D), entao existe x solugao de (P) com f(x) = 0(u,v).

Demonstragdo. (i) A convexidade de f e g e a linearidade de h sdo uma res-
tricdo de qualificagao: se z € Ap é solucao de (P), entao sabemos que existem
multiplicadores (u,v) para os quais as condi¢oes de KKT sao satisfeitas, isto é,
Vf(z)+uVg(z)+vVh(z) =0,
u>0, (6.6)
u;gi(x) =0, i=1,...,m.
A segunda condigao em (6.6) diz-nos que (u,v) € Ap. Sabemos também que sob
as condigoes de convexidade de f e g e de linearidade de h, as condigoes de KKT
sao suficientes para minimizante global. Uma vez que u - g(z) = 0 e h(z) = 0,
temos 6(u,v) = f(x). A Proposicdo 6.3 implica que (u,v) é solucao de (D).
(ii) Se (u,v) é solugao do problema dual (D), entao as condi¢des necessérias de
KKT aplicadas a (D) permitem-nos escrever que
—V.b(u,v) —y=0, —V,0(u,v)=0,
y >0, (6.7)

—y;u; =0, i=1,...,m,
onde y é o multiplicador associado a restricao u > 0 < —u < 0. Seja x tal que
O(u,v) = f(x) + ug(x) + vh(x). (6.8)
Tendo em conta o Lema 6.2, temos
Vu0(u,v) =g(z) e V,0(u,v) = h(zx),
pelo que podemos reescrever as condigoes de otimalidade (6.7) como

_g(m) =Y, h(x) =0,
—g(l’) > Oa
gi(x)u; =0, i=1,...,m.

(6.9)

Resulta de (6.9) que z € Ap e segue-se de (6.8) que 0(u,v) = f(x). A desigual-
dade (6.3) permite-nos concluir que z é solugao do problema (P). O
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Exercicio 6.8. Considere-se o seguinte problema de programacgdo nao linear:
minz? + z3 + x%

sujeito a
23+ a3 +3z5+ 3 <0
1 +xo+2x3+2=0.

Mostre que nao existe lacuna de dualidade. Resolva os problemas primal e dual.

[Solugdo: o minimizante do problema primal é (z1, z2, z3) = (—%, —%, —1) com

minimo %; o maximizante do problema dual é (u,v) = (%, %) com maximo %]
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